Wx-  . 


•j«^^ 


''v-^  9^ 


"^  i^  < 


4-     ^  .^*r      c^ 


^     '■  *i^> 


i 


t 

Gf:oMi:TniE  i)i<:  position 


ou 


GÉOMÉTRIE    SUPÉRIEURE 


l'Ali 


b^^'^RERTRAND 


professeur    <^gTcgé  a  la   ^Mmlté   des  Scicnrcs    et   'Lettres 
Je  ^eneve. 


PREMIÈRE    PARTIE 


PARIS 

GAIITHIER-YILLARS,  imijrimour-libr;iire,.S)/rr«Sf'H/v/t'  Mali.et-BachfxieR 

m 

1873 


GENÈVE. IMPRIMERIE    COOPÉRATIVE,    RUE    DU    CONSKIL-f.ÉNÉRAL,    8 


QA 

60\ 

B^7 

^hUU.  \ 

Pendant  le  semestre  d'hiver  1871-1873,  nous 
avons  donné  à  la  Faculté  des  Sciences  et  Lettres  de 
Genève,  un  cours  sur  la  Géométrie  synthétique  su- 
périeure au  point  de  vue  spécial  des  applications. 
L'ouvrage  dont  nous  publions  aujourd'hui  la  première 
partie,  est  un  extrait  de  nos  notes,  avec  addition  de 
quelques  développements  sur  les  relations  métriques 
des  ligures  projectives.  La  méthode  que  nous  avons 
suivie  est,  en  général,  celle  de  M.  Chasles.  De  nou- 
veaux termes,  il  est  vrai,  ont  été  parfois  employés 
dans  nos  leçons  ;  mais  ces  divergences  de  détails  ne 
seront  point  un  obstacle  pour  ceux  qui  voudront 
consulter  les  œuvres    de  nos  oréomètres  français. 
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Caractères  de  la  méthode. 

1.  Ce  qui  caractérise  essentiellement  la  géométrie  de 
position,  c'est  la  méthode  dont  elle  fait  usage.  Cette  méthode, 
que  l'on  désigne  communément  sous  le  nom  de  projection 
centrale,  j^ossède  diverses  qualités,  qui  la  font  particulièrement 
apprécier  en  mathématique  :  elle  est  simple,  parce  qu'elle 
suppose  un  nombre  très-restreiiit  d'éléments  liés  entre  eux 
d'une  manière  étroite;  elle  est  générale,  parce  qu'elle  préside 
à  presque  toutes  les  recherches  ;  de  plus,  elle  est  naturelle, 
parce  qu'elle  repose  sur  les  lois  de  la  vision;  enfin,  elle  est 
pratique,  parce  qu'elle  est  à  la  base  de  plusieurs  sciences 
d'application,  telles  que  la  perspective,  la  théorie  des  ombres, 
la  géométrie  descriptive,  le  dessin  technique,  le  calcul  par  le 
trait,  etc. 

De  l'infini. 

2.  Mais  pour  donner  une  idée  complète  de  la  projection 
centrale  dans  toute  l'extension  dont  elle  est  susceptible,  il  est 
auparavant  nécessaire  d'introduire  la  notion  de  l'infini,  qui 
jouera  dans  notre  géométrie  un  rôle  considérable. 
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Nous  convenons  d'appeler  point  infini  d'une  droite,  un  point 
tel  que  sa  distance  à  un  autre  point  quelconque  de  la  même 
droite  soit  plus  grande  que  toute  longueur  donnée.  Il  peut 
donc  être  envisagé  à  certains  égards  comme  la  limite  des 
positions  d'un  point  mobile  qui  s'éloigne  de  plus  en  plus 
sur  la  droite.  En  vertu  de  cette  définition,  le  point  infini, 
que  nous  supposons  toujours  exister,  doit  se  trouver  sur 
l'une  et  l'autre  des  extrémités  de  la  droite  ;  mais  nous  ad- 
mettons que  ces  deux  positions  déterminent  un  seul  et  même 
point.  Les  deux  extrémités  sont  ainsi  jointes  par  le  point 
infini;  de  môme  en  algèbre,  les  quantités  positives  et  les 
quantités  négatives  sont  unies  par  le  zéro,  qui  est  à  la  fois 
positif  et  négatif.  En  outre,  le  point  infini  aura  pour  nous  une 
étendue  complètement  indéfinie,  c'est-à-dire  qu'il  pourra  fort 
bien  ne  pas  avoir  une  grandeur  nulle,  comme  les  autres 
points.  Cette  restriction  est  indispensable,  si  nous  voulons 
éviter  des  conséquences'absurdes. 

L'ensemble  des  points  infinis  de  toutes  les  droites  situées 
dans  un  plan  forme  une  ligne;  celle-ci  n'est  coupée  qu'en 
un  point  par  une  droite  arbitraire,  puisque  dans  chaque 
droite  nous  supposons  un  seul  point  infini.  Or,  une  ligne  qui 
ne  peut  être  rencontrée  en  plus  d'un  point  par  une  droite 
quelconque,  à  moins  de  coïncider  avec  elle,  est  forcément 
une  ligne  droite.  Ainsi  donc  il  résulte  de  notre  convention 
que  tous  les  points  infinis  d'un  plan  se  trouvent  sur  une  ligne 
à  laquelle  nous  pouvons  donner  le  nom  de  droite  infinie  du 
plan. 

La  réunion  des  droites  infinies  de  tous  les  plans  de  l'es- 
pace constitue  une  surface;  et  comme  celte  surface  n'est 
coupée  par  un  plan  arbitraire  qu'en  une  seule  droite,  à  moins 
de  coïncider  ensemble,  il  s'en  suit  (pi'elle  est  elle-même  un 
plan.  Ce  sera  le  plan  infini. 
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Parallélisme. 


3.  Supposons  maintenant  qu'un  point  M  se  meuve  sur 
une  droite  /  et  que  par  chacune  de  ses  positions  successives 
passe  un  rayon  SM  tournant  autour  d'un  point  S  et  formant 
avec  une  parallèle  SP   à  /   un   angle  USW   Quand   le  point 


mobile  M,  Mj,  M^,  ....  s'éloigne  de  plus  en  plus,  l'an- 
gle   correspondant    MSP,    MjSP,    M^SP diminue 

sans  cesse  et  tend  à  devenir  nul.  Et  puisque  nous  avons  ad- 
mis un  point  infini  à  l'extrémité  de  /,  la  droite  qui  est  censée 
joindre  S  avec  ce  point,  ne  saurait  faire  avec  SP  autre 
chose  qu'un  angle  nul  ;  elle  se  confond  ainsi  avec  la  paral- 
lèle. Donc  : 

Joindre  un  point  S  avec  le  point  iîtfini  d'une  droite  l  re- 
vient à  mener  par  ce  point  nne  parallèle  SP  à  cette  droite, 
et  réciproquement  deux  parallèles  peuvent  être  envisagées 
comme  ayant  à  l'infini  un  point  commun. 

Comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  le  point  infini  n'a  pas 
forcément  une  grandeur  nulle;  on  ne  sera  par  conséquent 
pas  autorisé  k  conclure  que  la  distance  de  deux  parallèles 
tend  vers  zéro,  quand  on  la  mesure  de  plus  en  plus  loin. 

4.  Il  est  évident  que  si  l'on  joint  par  des  droites  différents 
poiiits  A,  B,  C,  .  .  .  .  avec  le  point  infini  d'une  droite  l,  toutes 
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ces  lignes  seront  parallèles  à  l  et  réciproquement  toutes  les 
lignes  parallèles  peuvent  être  regardées  comme  ayant  un 
même  point  commun  à  l'infini. 

5.  Soient  enfin  deux  plans  parallèles.  Si  dans  l'un  de  ces 
plans  on  mène  par  un  point  des  droites  quelconques  k,  l,  m, 
....  et  par  un  point  S  de  l'autre  plan  des  parallèles 
k^,  h,  m^  à  ces  droites  respectives,  les  deux  lignes  k,  ki  au- 
ront, conformément  à  notre  convention,  un  point  commun  à 
l'infini;  de  même  /  et  l^,  etc.  Ces  points  infinis  sont  tous  sur 
une  même  droite  infinie  (v.  2).  Nous  devrons  donc  admettre 
les  trois  propositions  suivantes  : 

Deux  plans  parallèles  se  coupent  suivant  une  droite,  qui  est 
la  droite  infinie  de  ces  jAans. 

Joindre  par  un  plan  un  point  S  avec  la  droite  infinie  d'un 
plan  P  revient  à  mener  par  S  un  plan  parallèle  au  plan  P. 

Tous  les  plans  parallèles  se  coupent  suivant  une  même 
droite  à  l'infini. 

Projection  centrale. 

G.  Il  nous  sera  maintenant  possible  d'expliquer  ce  que 
nous  appelons  projection  centrale. 

Soit  donnée  une  figure  A  B  G  D.  .  .  .  qui  peut  consister 
aussi  en  un  seul  point,  et  soit  quelque  part  un  point  S  que 
nous  appellerons  le  centre  de  perspective.  Joignons  S  avec  A 
au  moyen  d'une  droite  a  prolongée  à  l'infini  ;  cette  ligne  sera 
pour  nous  le  rayon  projetant  du  point  A.  Si  par  un  procédé 
quelconque  (en  coupant,  par  exemple,  au  moyen  d'une  sur- 
face), nous  interceptons  sur  le  rayon  a  un  point  Ai,  nous 
aurons  formé  en  ce  [toint  la  projection  du  point  A.  Après  avoir 
fait  la  môme  chose  pour  les  autres  points  de  la  figure, 
nous    obtiendrons,    en     premier    lieu ,     les    rayons    proje- 
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tants  a,  h,  c,  d,  . . . .  qui  passeront  tous  par  S  et  dont  l'en- 
semble portera  le   nom  de  côîie  projetant,  et  en  second  lieu, 


"    A         je       1 


les  points  Ai,  B^,  Ci,  D^,  ....  qui  seront  la  projection  de 
la  figure  A  B  G  D  .  .  .  .  Il  est  évident   que  les  deux  groupes 

A  B  C  D et  A^  Bi  G^  Di  .  .  .  .  jouent  le  même  rô>e 

vis-à-vis   l'un   de   l'autre.    On  peut  en  effet  donner  A^  B^  Ci 

Di ,  et  mener  du  même  centre  S  les  rayons  projetants  a, 

b,  c,  d,  . . . .;  si  l'on  coupe  ces  derniers  par  une  surface  con- 
venablement choisie,  on  obtiendra  les  points  A,  B,  G,  D,. . . . 
Ainsi  donc  chacun  des  groupes  peut  être  considéré  comme  la 
projection  de  l'autre. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  qu'à  chaque  point  A 
d'une  figure  correspond,  en  général,  un  seul  rayon  a  du  cône 
projetant  et  un  seul  point  Ai  de  l'autre  figure.  Nous  conce- 
vons  que    les  points    de  la    dernière    soient    désignés   une 

fois  pour  toutes  par  les  lettres  Ai,  Bj,  G^,  Di, affectées 

d'un  indice,  de  sorte  que  la  correspondance  soit  fixée  d'une 
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manière  invariable.  Dans  la  position  indiquée  plus  haut,  il  y 
a  ce  qu'on  appelle  per'Spective.  Ainsi  : 

Deux  figures  dont  les  points  correspondent  deux  à  deux 
comme  B  à  Bi,  sont  perspectives  ou  en  situation  de  perspective, 
lorsque  les  droites  menées  par  les  points  correspondants 
concourent  vers  un  même  point  S. 

7.  Si  les  deux  figures  sont  ensuite  placées  dans  une  posi- 
tion quelconque,  sans  détruire  néanmoins  la  correspondance 
des  points,  c'est-à-dire  sans  supprimer  leur  désignation  éven- 
tuelle par  A  et  Ai,  etc.,  on  dit  alors  que  les  figures  sont  pro- 
jectives.  Par  conséquent  : 

Deux  figures  dont  tous  les  points  correspondent  deux  à 
deux  sont  projectives,  lorsqu'on  peut  mettre  les  points  corres- 
pondants  en  perspective,  en  d'autres  termes,  lorsqu'on  peut 
placer  les  deux  figures  de  telle  manière  que  les  droites  menées 
par  les  points  correspondants  concourent  vers  un  même 
point  S. 

Lorsque  le  point  S  est  pris  à  l'infini,  tous  les  rayons  pro- 
jetants deviennent  parallèles;  dans  ce  cas,  la  projection  est 
appelée  spécialement  projection  parallèle. 

Éléments. 

8.  Les  éléments  dont  se  sert  la  géométrie  de  position, 
sont  au  nombre  de  trois,  savoir  :  le  point,  la  droite  et  le 
plan.  Il  existe  entre  eux  une  étroite  connexilé.  fondée  sur  la 
théorie  des  projections.  Si  Ton  projette,  en  effet,  le  point  P 
depuis  un  centre  S,  le  rayon  projetant  est  une  droite  p  et  si 
de  nouveau  on  projette  d'un  autre  centre  T  tous  les  points 
de  cette  droite,  le  cône  projetant  est  un  plan  P.  Ainsi  donc 
les  trois  éléments  :  le  point  P,  la  droite  p  et  le  plan  P 
apparaissent  dans  cette  double  projection. 
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Systèmes  primaires. 


9.  Avec  ces  éléments  nous  pourrons  former  des  systèmes. 

Le  plus  simple  de  ces  systèmes  est  l'ensemble  de  tous  les 
points  que  renferme  une  droite  /,  ces  points  étant  considérés 
les  uns  indépendamment  des  autres;  nous  appellerons  cet  en- 
semble une  lignée.  Quelquefois  nous  aurons  à  considérer  seu- 
lement un  nombre  restreint  de  points  :  dans  ce  cas,  nous 
l'indiquerons  en  disant,  par  exemple,  la  lignée  des  quatre 
points  A,  B,  G,  D. 

Un  second  système  est  le  faisceau.  Nous  entendons  par  là 
l'ensemble  des  droites  ou  rayons  qu'on  peut  mener  autour 
d'un  point  dans  un  plan. 

Enfin,  l'ensemble  de  tous  les  plans  autour  d'une  droite 
constitue  le  troisième  système,  qui  sera  désigné  par  le  nom 
de  ftuillée. 

Entre  ces  trois  systèmes  primaires,  la  lignée,  le  faisceau 
et  la  feuillée,  il  existe  la  même  relation  qu'entre  les  trois 
éléments.  Lorsqu'ils  sont  projetés  d'un  premier  centre  S,  les 
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différents  points  d'une  lignée  A,  B,  C,  D,  .  .  .  .  donnent  nais- 
sance à  une  série  de  rayons  a,  h,  c,  d  .  .  c'est-à-dire  au  fais- 
ceau S.  Chaque  point  de  la  lignée  peut  être  considéré  à  part; 
il  en  est  de  même  pour  chaque  rayon  du  faisceau.  De  plus,  à 
chaque  point  A  de  l  correspond  un  rayon  a  autour  de  S. 
La  réciproque  est  également  vraie;  car  la  seule  posi- 
tion qui  puisse  présenter  une  difficulté  est  le  rayon  parallèle 
à  la  droite  /;  mais  d'après  notre  convention,  ce  rayon  ren- 
contre l  h  l'infini  et  par  conséquent  au  rayon  parallèle  cor- 
respond le  point  infini  de  la  lignée. 

Enfin,  le  faisceau  peut  être  projeté  d'un  nouveau  centre  T 
situé  hors  de  son  plan.  Chaque  rayon  a  donne  naissance  à 
un  plan  .1,  qui  contient  la  droite  ST;  de  même  pour  tous  les 
autres  rayons.  On  obtient  ainsi  la  série  complète  des  plans 
qui  passent  par  ST:  c'est  la  feuillée  ST. 

La  lignée,  le  faisceau  et  la  feuillée,  qui  sont  donc  unis 
entre  eux  par  une  double  projection,  et  qui  du  reste  ont  un 
grand  nombre  de  propriétés  communes,  sont  pour  cela  dési- 
gnés indistinctement  par  le  nom  de  systèmes  primaires. 

10.  On  peut  encore  former  des  systèmes  d'ordres  plus 
élevés  :  il  suffit,  pour  les  engendrer,  de  prendre  comme  base 
non  pas  les  points  d'une  droite,  mais  les  points  d'un  plan, 
ou  même  ceux  de  l'espace.  Toutefois,  comme  ces  systèmes 
ne  se  présenteront  à  nous  que  beaucoup  plus  tard,  nous  n'en 
donnerons  pas  actuellement  la  délinition. 

Principe    de    corrélation. 

1 1.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  de  la  plus  haute 
importance.  Si  dans  la  définition  de  la  lignée,  on  remplace  le 
point  par  la  droite  et  vice-versà.  en  ne  moditiant  rien  dans 
tout  ce  qui  touche  au  plan,    on  obtient  la  délinition  du  fais- 
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ceau.  Cette  symétrie  peut  rendre  de  grands  services;  car  il 
est  évident  que  si  elle  n'est  pas  détruite  dans  la  suite  des 
raisonnements,  toutes  les  propriétés  d'une  lignée  fourniront, 
en  général,  autant  de  propriétés  pour  le  faisceau.  On  parvient 
à  ce  résultat  en  permutant  dans  l'énoncé  des  propositions 
démontrées  le  point  avec  la  droite  et  la  lignée  avec  le  fais- 
ceau. Le  même  procédé  est  applicable  aux  grandeurs  dont 
les  définitions  s'expriment  sous  une  forme  symétrique. 
Ainsi  le  segment  rectiligne,  qui  est  engendré  par  un  point 
mobile  parcourant  une  droite  dans  un  plan,  correspond  à 
l'angle,  que  décrit  une  droite  tournant  autour  d'un  point  dans 
un  plan.  Le  segment  et  l'angle  sont  donc  des  quantités  cor- 
rélatives comme  la  lignée  et  le  faisceau;  ils  pourront  consé- 
quemment  être  substitués  Tun  à  l'autre  dans  les  mêmes 
conditions  que  ces  derniers.  Remarquons  toutefois  que  rien 
ne  doit  être  changé  au  plan,  c'est-à-dire  que  les  propriétés 
du  plan,  après  avoir  été  traduites  suivant  les  lois  de  la  symé- 
trie, concerneront  encore  le  plan. 

Tel  est  en  substance  le  principe  de  corrélation  (de  dualité 
ou  de  réciprocité)  dans  le  plan. 

12.  Un  phénomène  analogue  a  pareillement  lieu  pour  l'es- 
pace, lorsqu'on  permute  le  point  avec  le  plan,  sans  rien  chan- 
ger à  tout  ce  qui  regarde  la  droite.  En  remplaçant,  par 
exemple,  dans  la  définition  de  la  lignée  le  point  par  le  plan 
et  vice-versà,  on  obtient  la  définition  de  la  feuillée.  La  même 
relation  existe  entre  le  segment  rectiligne  et  l'angle  dièdre; 
car  le  premier  est  engendré  par  un  point  parcourant  une 
droite  et  le  second  par  un  plan  tournant  autour  d'une  droite. 
Il  y  a  donc  ici  symétrie.  Il  en  résulte  que  nous  pourrons  tra- 
duire les  propriétés  du  plan  en  propriétés  des  corps;  de  là 
le  nom  de  principe  de  corrélation  dans  l'espace. 

13.  Nous  allons  faire  suivre  ces  considérations  de  quel- 
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ques  exemples  faciles,  que  nous  disposerons  en  trois  colonnes. 
Des  propositions  de  la  première  se  déduisent  d'abord  celles 
de  la  secoude  en  permutant  le  point  avec  la  droite,  etc.  (d'a- 
près le  principe  de  corrélation  dans  le  plan),  puis  celles  de 
la  troisième  en  permutant  le  point  avec  le  plan,  etc.  (d'après 
le  principe  de  corrélation  dans  l'espace). 


1i.  Deux  points  A  et       15.  Deux  droites  o  et 

B,  situés  dans  un  plan,  b,  situées  dans  un  i)lan, 

déterminent  la  position  déterminent  la  position 

d'une  droite,   que  l'on  d'un  point.  (|ue  l'on  |)eut 

peut  di'signer  par  AB.  désigner  par  ah.  (C'est 

(C'est  la  droite  (jui  joint  l'intersection  des  deux 

les  deux  points.)  droites.) 


16.  Deux  plans  .4  et 
B,  passant  par  un  même 
point ,  déterminent  la 
position  d'une  droite, 
que  l'on  peut  désigner 
par  A  B.  (C'est  l'intersec- 
tion des  deux  plans.) 


17.  Deux  droites  qui  18.  Deux   points  qui  19.  Deux  droites  qui 

ont  un  point  commun,  sont  unis  parune  droite,  sont    situées    dans    un 

sont    situées    dans   un  sont    situés    dans    un  rnéme  plan,  ont  un  point 

même  plan.  même  plan.  commun. 

20.  Un  point  et  une  21.  Une  droite  et  un  22.  Un   idan   et   une 

droite    déterminent    la  point  déterminent  la  po-  droite    déterminent    la 

position  d'un  plan.  sition  d'un  plan.  position  d'un  point. 

23.    L'ensemble    des  24.    L'ensemlile    des  25.    L'ensemlde    des 

points  situés  dans    un  droites  situées  dans  un  plans    menés     (autour 

plan  sur  une  droite  et  plan  autour  d'un  jioint  d'un     point)    par    une 

considérés       indépen—  et  considérées  indépen-  droite  et   considérés  in- 

damment   les    uns  des  damment  les  unes  des  dépendammeni  les  uns 

autres,  s'appelle  lignée,  autres,    s'appelle    fais-  des    autres,    s'appelle 

ceau.  feuillée. 


Principe  des  signes. 


26.  L'n  point  (pii  se  27.  Une  droiie  qui  se  28.  Un  plan  qui  se 
meut  dans  un  plan  sur  meut  dans  un  plan  au-  meut  autour  (d'un  point 
une  dritiie,  engendre  tour  d'un  iioini.  en-  et)  dune  droite,  en- 
un  segment  rectiligne.  gendre  un  angle  plan,  gendre  un  angle  dièdre. 

20.  Tout  segment  rec-  30.  Tout   angle   plan  31.  Tout  angle  dièdre 

tiligne    qui    est    décrit  qui  est    décrit'  par  un  qui   est   décrit    par  un 

par  un  point  partant  de  rayon  partani  de  la  po-  plan  partant  de  la  posi- 

A   et   s  arrêtant  en   B,  sition  initiale  </ et  s'ar-  tion   initiale  .4  et   s'ar- 

sera      représenté     par  rêtant  en  /),  sera  repre-  rêiant  en  i>.  sera  repré- 

(AB);  en  revanche.  (BA)  sente  par  lobl:  en    re-  sente    par   (AB):    en 

désignera  le  nu'me  seg-  vanche.  [Ihd   désignera  revanche,  i  BA  )  dési- 
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ment,  quand    nous   !e   le  même  angle,  quand  gnera  le  même  angle, 
supposerons  décrit  par   nf»us  le  supposerons  dé-   quand  nous  le   suppo- 


sa— ^ 
— 0  <•>— o 


A    X        B      C 


a     0     c 


un   point  qui  va  de  B 
jusqu'en  A. 

Comme  le  mouvement 
qui  engendre  un  seg- 
ment, peut  avoir  lieu 
dans  deux  sens,  nous 
regarderons  l'un  quel- 
conque de  ces.  sens 
comme  positif  et  l'autre 
comme  négatif.  De  plus, 
toute  portion  de  ligne 
sera  considérée  comme 
positive,  si  elle  est  en- 
gendrée par  un  point  se 
mouvant  dans  le  sens 
positif;  sinon,  elle  sera 
négative.  Cette  définition 
revient  à  dire  que  la 
somme  de  deux  mêmes 
segments  parcourus  en 
sens  contraires  est  nulle. 
Par  exemple,  si  l'on 
donne  comme  positif  le 
sens  indiqué  par  la 
flèche  dans  la  figure,  le 
segment  (AB)  seVa  posi- 
tif, puisqu'il  est  par- 
couru dans  ce  sens,  tan- 
dis que  le  segment  (BA) 
sera  négatif.  En  d'autres 
termes,  nous  aurons  : 
(AB)+(BA)  =  0 


crit  par  un  rayon  qui 
tourne  de  h  jusqu'en  a. 

Comme  le  mouvement 
qui  engendre  un  angle, 
peut  avoir  lieu  dans 
deux  sens,  nous  regar- 
derons l'un  quelconque 
de  ces  sens  comme  po- 
sitif et  l'autre  comme 
négatif.  De  plus,  tout 
angle  sera  considéré 
comme  positif,  s'il  est 
engendré  par  un  rayon 
se  mouvant  dans  le  sens 
positif;  sinon,  il  sera 
négatif.  Cette  définition 
revient  à  dire  que  la 
somme  de  deux  mêmes 
angles  parcourus  en 
sens  contraires  est 
nulle.  Par  exemple,  si 
l'on  donne  comme  po- 
sitif le  sens  indiqué  par 
la  flèche  dans  la  figure, 
l'angle  {abj  sera  positif, 
puisqu'il  est  décrit  dans 
ce  sens,  tandis  que 
l'angle  (ba)  sera  né- 
gatif. 

En  d'autres  termes, 
nous  aurons  : 

(ab)  -r  iba)  =  0 


serons  décrit  par  un 
plan  qui  tourne  de  B 
jusqu'en  A. 

Comme  le  mouvement 
qui  engendre  un  angle 
peut  avoir  lieu  dans 
deux  sens,  nous  regar- 
derons l'un  quelconque 
de  ces  sens  comme  po- 
sitif et  l'autre  comme  né- 
gatif. De  plus,  tout  angle 
sera  considéré  comme 
positif,  s'il  est  engendré 
par  un  plan  se"  mou- 
vant dans  le  sens  posi- 
tif; sinon,  il  sera  né- 
gatif. Cette  définition 
revient  à  dire  que  la 
somme  de  deux  mêmes 
angles  parcourus  en 
sens  contraires  est 
nulle.  Par  exemple,  si 
l'on  donne  comme  po- 
sitif le  sens  indiqué  par 
la  flèche  dans  la  figure, 
l'angle  (AB)  sera  posi- 
tif, puisqu'il  est  décrit 
dans  ce  sens,  tandis 
que  l'angle  {BA)  sera 
négatif.  En  d'autres  ter- 
mes, nous  aurons  : 
{AB)^{BA)  =  0 
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OU  ou 

(AB)  =  —  (r.A)  Oib)  =  -  (ha) 
quel   que   soit  le   sens  quel  que  soit  le  sens  re- 
regardé comme  positif,  gardé  comme  iiositif. 


32.  Il  résulte  de  cette 
convention   que 

Trois  points  A,  H,  G, 
situés  sur  une  droite 
(dans  un  plan)  donnent 
toujours  lieu  à  l'égalité: 

(Arî)-f  (BC)  ^  (AC). 

En  effet,  si  les  points 
sont  dans  l'ordre  A,  1?, 
G,  les  segments  (AB), 
(BG),  (AG)  sont  tous  de 
môme  signe;  donc  on 
en  conclut  la  relation 

(AB;+(BG)  =  (AG)  : 
or.  comme  la  longueur 
(AG)peut  être  remplacée 
par  — (GA),  cette  égalité 
s'écrit  encore  sous  la 
forme 
(AB)+(BG)+(GA)  =  0, 
qui  est  symétrique  par 
rapport  aux  trois  lettres, 
et  reste  conséquemment 
indépendante  de  la  posi- 
tion respective  des  trois 
points.  Par  exemple,  si 
ces  derniers  sont  dans 
l'ordre  G,  A,  B,  il  snflit 
de  substituer  dans  la 
démonstration  précé- 
dente G  à  la  place  de  A, 
puis  A  la  i)lace  de  B, 
enfin  B  à  la  place  de  G, 
de  sorte  que  la  dernière 
égalité  devient  pour  ce 
cas  : 

(GA)+(AB)+(BG)=-0, 
c'est-à-dire 

(AB)+(BG)  =  (AC). 
La  relation  est  ainsi 
démontrée  pour  toutes 
les     hypothèses     pos- 
sibles. " 


33.  Il  résulte  de  cette 
convention  que 

Trois  rayons  a,  h,  c, 
situés  autour  d'un  point 
(dans  un  plan),  donnent 
toujours  lieu  à  l'égalité: 
{al))+(bc)  =  (ac) 
En  etîet,  si  les  rayons 
sont  dans  l'ordre  n,  b, 
c,  les  angles  (ab),  O'c), 
(ac)  sont  tous  de  même 
signe  ;  donc  on  en  con- 
clut la  relation 

{ab)+{bc}  —  (ac); 
or,   comme  l'angle  [ac) 
peut  être  remplacé  i)ar 
—  (r«),  cette  égalité  s'é- 
crit encore  sous  la  forme 

{ah)Mbc)Mrn)  =  Ç>, 
qui  est  symétrique  par 
rapport  aux  trois  lettres, 
et  reste  conséquemment 
indépendante  de  la  po- 
sition respective  des 
trois  rayons.  Par  exem- 
ple, si  ces  derniers  sont 
dans  l'ordre  r,  «,  b,  il 
suffit  de  substituer  dans 
la  démonstration  pré- 
cédente r  à  la  place  de 
a,  puis  0  à  la  i)lace  de 
de  b,  enfin  //  à  la  place 
de  f,  de  sorte  ([ue  la 
dernière  égalité  devient 
pour  ce  cas 

{ca)Mab)+{bc)  =0, 
c'est-à-dire 

{ab)Mbc)=  {ac). 
La  relation  est  ainsi 
démontrée    pour  toutes 
les     hypothèses     pos- 
sibles. " 


ou 

(AB)  =  —  (BA) 
quel  que  soit  le  sens  re- 
gardé comme  positif. 

34.  Il  résulte  de  cette 
convention  que 

Trois  plans  A,  U,  C, 
passant  par  une  droite 
(autour  d'un  point)  don- 
nent toujours  lieu  à  l'é- 
galité : 

(AB}MBC)  =  (AC). 

En  effet,  si  les  plans 
sont  dans  l'ordre  .4.  B, 
C,  lesanglesL4B).(i?C), 
(AC)  sont  tous  de  même 
signe  ;  donc  on  en  con- 
clut la  relation 

(Ab)+(BC)  =  (AC); 
or,  comme  l'angle  (AC) 
peut  être  remplacé  par 
— (CA),  cette  égalité 
s'écrit  encore  sous  la 
forme 

iAB)-\-(BC)  +  {CA)  =  0, 
qui  est  symétri(|ue  par 
rapport  aiix  trois  lettres, 
et  reste  consé(iuemment 
indépendante  de  la  po- 
sition des  trois  plans. 
Parexenq>le.  si  ces  der- 
niers sont  dans  l'ordre 
C,  A,  B,  il  suffit  de 
substituer  dans  la  dé- 
monstration précédente 
C  à  la  place  de  A,  puis 
.4  à  la  place  de  B.  enfin 
B  à  la  place  de  C.  de 
sorte  que  la  dernière 
égalité  devient  pour  ce 
cas 

(L\4)-i-(AB)+([iC)=  0, 
c'est-à-dire 

{AB)+  (BC)  =  (AC). 
La  relation  est  ainsi 
démontrée  jiour  toutes 
les  hypothèses  pos- 
sibles.* 


Les  trois   tht^orèmes   précédents   petivent  s'énoncer  crune 
manière  générale  comme  suit  : 
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Trois  éléments  a,  b,  C  d'un  système  primaire  donnent  tou- 
jours lieu  à  l'égalité 

(ab)  +  (bc)=(ac)  (i) 

Propriétés     projectives. 

35.  Parmi  les  propriétés  qui  existent  entre  les  différents 
éléments  d'une  figure,  les  unes  ne  s'appliquent  pas  aux  élé- 
ments correspondants  des  projections  de  cette  figure;  les 
autres,  en  revanche,  restent  intactes  et  parce  qu'elles  ne  sont 
pas  détruites  par  la  projection,  elles  sont  qualifiées  de  projec- 
tives. 

En  général,  lorsque  des  relations  entre  certains  éléments 
d'une  figure  se  laissent  exprimer  au  moyen  des  rayons  res- 
pectifs du  cône  projetant,  ou  en  dépendent  directement,  ces 
relations  sont  encore  vraies  pour  les  éléments  correspondants 
d'une  projection  quelconque,  et  doivent  en  conséquence  être 
regardées  comme  des  propriétés  projectives.  Par  exemple, 
quand  un  point  est  f  intersection  de  deux  lignes  dans  la  pre- 
mière figure,  le  point  correspondant  sera  de  même  l'intersec- 
tion des  deux  lignes  correspondantes  dans  la  projection. 

Puisque  les  propriétés  en  question  sont  communes,  nous 
pourrons  les  étudier  dans  celle  des  projections  qui  nous  per- 
mettra de  les  déduire  avec  le  plus  de  facilité.  C'est  ainsi  que 
nous  trouverons  dans  la  seule  considération  du  cercle  les 
théorèmes  fondamentaux  des  sections  coniques. 

11  est  évident  que,  d'un  côté,  la  nature  des  surfaces  sur 
lesquelles  les  figures  sont  situées,  et  de  fautre,  la  position 
du  centre  de  perspective  influent  sur  le  nombre  et  l'étendue 
de  ces  propriétés  constantes.  Lorsqu'il  s'agit  de  plans,  comme 
c'est  généralement  le  cas  dans  la  suite  de  cet  ouvrage,  la 
méthode  projective  revêt  un  caractère  tout  spécial  et  suffit 
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par  elle-même   à  nous   donner  une  connaissance  assez  com- 
plète des  figures  planes. 

36.  Si  l'on  donne  un  plan  P,  dans  lequel  se  trouve  une 
droite  a  et  si  l'on  veut,  d'un  centre  de  perspective  S  situé 
hors  de  P.  projeter  cette  droite  sur  un  autre  plan  Pi,  le  cône 


projetant  de  a  sera  nécessairement  un  plan,  d'où  résulte  que 

la  projection  cii  est  elle-même  une  ligne  droite.  En  outre,  le 

point  où  a  rencontre   l'arête  des  deux  plans  P,    Pi,    est  en 

même  temps  sa  projection,  et  se  trouve  conséquemment  sur 

«1.  Donc  les  deux  droites  correspondantes  a  et  «i  se  coupent 

sur  l'arête  PP^,  qiï on  ^p^^eWe  axe  de  perspective.  Cette  ligne  doit 

son  nom  à  une  certaine  affinité  qu'elle  possède  avec  le  centre 

de  perspective  S;  en  effet, 

Lorsque    deux  figures    planes  Lorsque   deux    figures  planes 

sont  en  situation  de  perspective,  sont  en  situation  de"  perspective, 

les  droites  (jui  joignent  les  points  les  points  d'intersection  de  deux 

correspondants    A,    Ai     pass  droites  corresiuindanies  (7,  (/i  sont 

toutes  par  un  nirine  point  S,  tous  situés  sur  une  iiième  droite, 

est  le  centre  de  perspective.  qui  est  l'axe  de  perspective. 

Le  centre  et  Taxe  de  perspective  sont  ainsi  reliés  entre  eux 
par  la  même  symétrie  que  la  lignée  et  le  faisceau;  ils  peuvent 
donc  être  permutés  l'un  avec  l'autre,  toutes  les  fois  qu'on  ap- 
plicjue  le  principe  de  corrélation. 
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Il  résulte  de  ce  (jui  précède  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  deux  figures  dont  tous  les  [toiNts  se  correspondent 
deux  à  deux  comme  A,  B,..  à  A,,  li^..  sont  planes  et  perspectives, 
les  droites  cornspondantes  AB,  A^Bi  se  coupent  sur  l'axe  de 
perspectice. 

37.  Récipro(iuement,  lorsque  deux  fijures  dont  tous  les 
points  se  correspondent  deux  à  deux  comme  A,  B,..  à  X^,  Bi.., 
sont  placées  de  telle  manière  quune  droite  AB  joignant  deux 
points  (pielconques  d'une  figure  et  la  droite  AiB^  menée  par  les 
points  correspondants  se  coupent  sur  une  droite  s,  ces  deux 
figures  sont  planes  et  perspectives. 

Remarquons  d'abord  qu'à  une  droite  dans  une  figure  cor- 
respond une  droite  dans  l'autre.  En  effet,  si  un  point  D  est 


situé  sur  la  droite  AB,  son  correspondant  Di  est  sur  la  droite 
AiBi  et  vice-versâ,  puisque  AD  et  AiDi  doivent  se  rencontrer 
sur  s,  de  même  que  AB  et  A^Bi. 
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En  outre,  les  deux  figures  proposées  sont  planes;  car  tout 
point  C  de  la  première  est  dans  le  plan  des  deux  droites  AB 
et  s,  vu  que,  d'après  l'hypothèse,  AG  rencontre  5;  pour  un 
motif  semblable,  tout  point  Ci  de  la  seconde  est  dans  le  plan 
des  deux  droites  AiBi  et  s. 

Il  reste  à  démontrer  que  les  deux  figures  sont  perspectives. 
Nous  distinguerons  deux  cas. 

Premier  cas.  Les  deux  figures  ne  sont  pas  situées  dans  un 
même  plan. 

Les  droites  AAi,  Blii  sont  dans  le  plan  mené  par  AB  et 
A^Bi  ;  elles  doivent  donc  se  rencontrer  quelque  part  en  un 
point  S.  Si  l'on  prend  hors  de  AB  un  autre  point  G  et  son 
correspondant  Gj,  on  démontre  que  pour  une  raison  semblable 
les  droites  AAi  et  Gd  se  couperont  en  un  point;  il  en  est  de 
même  pour  BBi  et  GGi.  Or,  les  trois  droites  AAi,  BBi,  GGi  se 
rencontrant  deux  à  deux  et  n'étant  pas  situées  dans  un  plan, 
convergent  forcément  vers  un  seul  et  unique  point  S. 

Si  l'on  donne  donc  deux  points  correspondants  quelconques, 
on  prouve  comme  ci-dessus  que  la  droite  menée  par  ces 
points  doit  rencontrer  deux  des  trois  droites  AAi,  BB^  GC^ 
en  leur  point  de  concours  S. 

Second  cas.  Les  figures  sont  dans  un  même  plan.  ^ 

Soient  encore  A,  Ai  et  B,  Bi  deux  [>aires  de  points  corres- 
pondants; soit  A^  le  point  (l'intersection  de  AA^  avec  .v.  La 
droite  correspondante  de  AA2  doit  rencontrer  celle-ci  sur  s, 
donc  en  A^  et  ensuite  passer  par  le  point  Aj  correspondant 
de  A;  ainsi  A2A1  correspond  à  A.^A.  Nous  en  pouvons  dire 
autant  de  BjBi  et  B^B.  Les  deux  droites  A,A,  B2B  se  ren- 
contrent quelque  part  en  un  i)oinl  S.  I*uis(]ue  S  appartient  à 
AjA  et  à  B^B,  son  point  correspondant  doit  être  à  la  lois 
sur  A^Ai  et  sur  BJ?i  ;    en    d'autres    lei'nies.  S  est  l'iï  même 
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lemi)s  son  {)oint  corrcspoiRlaiil.  Dès  lors,  si  l'on  prend  une 
troisième  paire  quelconque  de  points  correspondants  G,  Cj, 
on  prouve  que  GCi  passe  par  S  en  observant  que  les  droites 
se,  SGi  se  correspondent  et  doivent  avoir  en  outre  d'après 
l'hypothèse  un  même  point  commun  sur  s. 

Les  deux  ligures  sont  donc  en  perspective  ;  la  droite  s  est 
Vcixe  de  perspective. 

Une  conséquence  très-remarquable  de  ce  théorème  est 
que  si  l'un  des  plans  tourne  autour  de  l'axe  s,  les  deux 
ligures  restent  en  perspective  dans  chaque  position.  Mais 
nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  sujet. 

38*.  Lorsque  deux  figures  (ou  surfaces)  dont  tous  les  points 
se  correspondent  deux  à  deux  comme  A,  H,  G.,  à  Ai,  Bi,  Gj.. 
sont  perspectives  et  que  tout  plan  ABG,  mené  par  trois  points 
de  l'une,  a  pour  projection  le  plan  AiBiGi  m,etié  par  les  points 
correspondants  de  l'autre,  il  faut  que  ces  plans  correspondants 
se  coupent  toujours  dans  un  même  plan  S. 

En  effet,  tous  les  points  de  l'intersection  de  deux  plans 
correspondants  et  seulement  ces  points  ont  la  propriété  de 
coïncider  avec  leur  projection.  L'intersection  de  deux  plans 
correspondants  ne  saurait  donc  rencontrer  deux  autres  plans 
correspondants  ailleurs  qu'en  un  point  de  leur  intersection, 
sinon  elle  les  rencontrerait  en  des  points  qui  ne  coïncideraient 
pas  chacun  avec  leur  projection  respective.  Ainsi  toutes  les 
intersections  se  coupent  mutuellement  et  sont  en  conséquence 
situées  dans  un  même  plan  .S', 

Puisqu'un  plan  a  pour  projection  un  plan,  il  en  résulte 
qu  une  droite  a  pour  projection  une  droite,  et  que  deux  droites 
correspondantes  se  coupent  dans  le  plan  6'. 

39*.  Lorsque  deux  figures  (ou  surfaces)  dont  tous  les  points 
se  correspondent  deux  à  deux  comme  k,  B,  G..,  à  Ai,  B^,  Gi.., 
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surit  placées  de  telle  nuinière  ([iiun  plan  ABC,  mené  par  trois 
points  quelconques  d'une  figure  et  le  plan  AiBiCi  mené  par  les 
[joints  correspondants  se  coupent  dans  un  m-'me  plan  S,  ces 
deux  figures  sont  perspectives. 

Nous  pouvons  montrer  en  premier  lieu  qu'aux  différents 
points  d'un  plan  ABC  mené  par  trois  points  d'une  figure  cor- 
respondent les  points  du  plan  AJ^iCi  mené  par  les  trois 
points  correspondants  de  l'autre;  car  à  tout  point  D  du  plan 
ABC  doit  correspondre  un  point  Di  situé  dans  le  plan  AiB^Ci 
et  vice-versâ,  puisque,  en  vertu  de  l'hypothèse,  les  plans  ABD 
ou  ABC  et  AiBiDi  doivent  se  couper  en  S,  de  même  que  les 
plans  ABC  et  AiBiCi. 

Si  par  les  droites  correspondantes  AB,  AjBi  on  mène 
deux  plans  correspondants,  ceux-ci,  d'après  l'hypothèse,  au- 
ront avec  S  une  même  intersection,  que  devront  couper  AB 
et  AiBj.  En  menant  par  ces  dernières  lignes,  deux  autres 
plans  correspondants,  on  verrait  pareillement  que  AB  et  A^B^ 
rencontrent  la  nouvelle  intersection  commune. 

Donc  AB  et  A^Bi  passent  nécessairement  par  le  point 
commun  de  ces  deux  intersections;  en  d'autres  termes,  les 
droites  correspondantes  AB  etAjBi  se  coupent  dans  le  plan  S. 

Cela  posé,  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  premier 
cas  dans  le  théorème  37  démontre  que  les  deux  surfaces 
sont  en  perspective. 

40.  H  n'est  pas  hors  de  propos  de  faire  observer  que  dans 
les  quatre  derniers  théorèmes  de  cet  article  se  présente  un 
genre  particulier  de  ligures  projectives  :  aux  parties  planes 
correspondent  constamment  des  parties  planes.  C'est  là  ce 
que  nous  pouvons  appeler  la  jirojection  simple;  et  dorénavant 
nous  supposerons  toujours  les  ligures  projectives  engendrées 
dans  ces  conditions. 
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Rapport    de   simple   section. 

41.  Lorsque  dans  une  lignée  /   on    donne  deux  éléments 
(points)  A  et  B,  un  troisième  X  divise  la  longueur  (AB)  en 


deux  parties  (AX),  (XB),  dont  la  première  s'étend  depuis  l'ori- 
gine A  jusqu'au  point  de  section  X  et  la  seconde  depuis  ce 
point  X  jusqu'à  la  fin  B.  L'élément  X  peut  être  à  l'intérieur 
ou  à  l'extérieur  de  (AB),  mais  quelle  que  soit  sa  position  rela- 
tive et  quel  que  soit  le  sens  de  la  droite  regardé  comme  po- 
sitif,  la  somme  des  deux  segments  (AX)-|-(XB)  sera  toujours 
égale  à  la  longueur  (AB)  (v.  32). 

(AX) 
Le    quotient   pr~^  du  premier  segment  par  le  second  est 

ce  qu'on  appelle /e  rapjjor^  f/(?  simple  section  delà  longueur  (\h) 
par  le  point  X,  ou  bien  encore  le  rapport  de  simple  section  des 
deux  élémeiits  A,  B  par  rélément  X. 

La  valeur  de  ce  rapport  est  indépendante  du  sens  de 
la  droite;  car,  en  admettant  comme  positif  le  sens  contraire  à 
celui  qu'on  pouvait  avoir  choisi  primitivement,  on  change  le 
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signe  des  deux  parties  (AX),  (XB),  mais  on  ne  modifle  point 

CAX) 

celui  du  quotient   ...,.    • 
(XB; 

Si  le  point  X  est  à  l'intérieur  de  (AB),  les  deux  segments 
ont  toujours  le  même  sens,  le  rapport  est  alors  positif;  en  re- 
vanche, il  est  négatif,  quand  X  est  hors  de  (AB),  puisque  les 
deux  segments  ont  dans  ce  cas  des  signes  différents. 

Remarquons  en    outre  qu'à   ime    position    donnée    de    X 

(AX) 
correspond  une  seule  et  unique  valeur  pour  le  rapport    ^p.  ; 

cela  résulte  évidemment  de  la  forme  de  cette  expression.  De 
même,  //  existe  toujours  un  seul  point  X  tel  que  le  rapport 
de  simple  section  de  la  longueur  (AB)  par  ce  point  soit  égal 

à  une  quantité  réelle  donnée 

Construisons  d'abord  ce  point.  Sur  une  droite  quelconque 
g  passant  par  A,   on  fait  le  segment  (AM)  égal  à  m.  puis  on 


porte  une  longueur  (MN)  égale  à  n    A:ms  le  même   sens  que 
(AM)  ou  dans  le  sens    inverse  suivant  que  n  a  un  signe  sem- 
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bl.ililc  ou  (.'oiili-aire  ii  celui  do  m.  La  j)arallôle   menée  par   M 
il  13N  coupe  la  droite  AB  au  point  cherché  X.  De  la  similitude 
des  deux  triangles  t'ormés  ou  déduit  en   el'fet 
(AX)     _    (A.M)     _  _m 
(XB)  (MN)    ~     H  ' 

Donc  il  y  a  toujours  un  point  X  qui  satisfait  à  la  condition 
posée.  En  second  lieu,  il  ne  peut  en  exister  un  second  X^ 
car  MXi  n'étant  pas  parallèle  k  BN,  l'égalité  ci-dessus  n'est 
plus  vériiiée. 

4:2.  Dans  les  faisceaux  et  dans  les  feuillées,  nous  considé- 
rerons seulement  les  angles  qui  ne  sont  pas  supérieurs  à  deux 
droits.  Cette  restriction  a  pour  but  de  simplifier  le  raison- 
nement. 

Un  angle  (ah),  (jue  forment  deux  rayons  a,  h  d'un  faisceau, 
est  divisé  par  un  rayon  quelconque  x  en  deux  parties  (a.v), 
(l'b),  dont  la  somme  (v.  33.)   est  toujours  égale   à   (ab').  Le 

Sin(a.r) 

quotieiit  des  sinus,  savoir  :   -rr. — — tt"  est  ce  que  nous    ap- 
^  Sm(i-6)  *  ' 

pelons  le  rapport  de  simple  section  de  l'angle  (ab)    par  le 

rayon  x,  ou    bien    encore    le  rapport  de  simple  section  des 

deux  éléments  a,  b    par  l'élément  x. 
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Sin(fl.r) 

La  valeur  du  rapport    ...  ,  .      est  indépendante   du  sens 
'  b\n(:iv)  ' 

du  mouvement  rotatoire;  car  si  l'on  admet  comme  positif  le 
sens  contraire  à  celui  qu'on  pouvait  avoir  choisi  en  premier 
lieu,  les  deux  angles  (a.r),  (xb)  changent  de  signe;  il  en 
est  de  même  des  sinus;  mais  le  rapport  en  question  n'est 
point  modifié. 

Lorsque  .x  est  à  l'intérieur  de  (ab),  les  deux  angles  (ax), 
(xb)  ont  toujours  même  signe,  et  comme  d'après  l'hypothèse 
ils  sont  chacun  moindres  que  deux  droits,  leurs  sinus  ont 
des  signes  semblables  et  par  conséquent  le  rapport  de  sim- 
ple section  est  toujours  positif.  Mais  lorsque  x  est  à  l'exté- 
rieur de  (ab),  les  angles  et  par  conséquent  leurs  sinus  ont 
des  signes  différents;  d'où  il  résuite  que  dans  ce  cas  le 
rapport  est  négatif. 

sin(/7x) 

43.  Pour  étudier  la  nature  de  ce  rapport  .menons 

sin(.r6) 

une  transversale  t,  qui  coupera  le  faisceau  a,b,x  respecti- 
vement en  A,B,X,  et  admettons  comme  sens  positif:  1°  dans 
tout  rayon  le  sens  du  sommet  S  à  l'extrémité  du  rayon  pro- 
prement dit  et  non  de  son  prolongement,  l^^  dans  la  ligne  t 
l'un  quelconque  des  deux  sens,  pai-  exemple  le  sens  de  A 
vers  B,  3<^  pour  les  angles,  formés  tous  jtar  les  directions 
positives  des  droites,  un  sens  quelconque,  tel  que  le  sens  de 
a  vers  b.  Avec  ces  conventions  on  peut  démontrer  que  l'égalité 
sin(«j?)        (AX)      sin^r/O 

=  — ■ (in 

sm{xb)        (XB)      s\n{bt) 
existe  dans  tous  les  cas  possibles. 

IM'cniitT  cas.  La  transversale  f  rencontre  les  rayons  a.byV 
et  non  leurs  i>rolongemenls. 
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La  trigonométrie  enseigne  (jiie  dans  tout  triangle  le  ra[)port 
de  deux  sinus  est  égal  en  valeur  absolue  au  rapport  des  cô- 
tés opposés.  Donc  on  a 

sinASX         rAX) 


sinSAX        (SX) 
sinXSB       (X13) 

sinSBX        (SX)' 
en  divisant  ces  deux  égalités  membre  par  membre,  on  obtient 
SinASX       (AX)      sinSAX 


sinXSB        (XB)     sinSBX 
ou  ce  qui  est  la  même  chose 

sin(aa7)         (AX)     sin(af) 


siu{xb)         (XB)     s\n(bt) 

Cette  égalité  est  vraie  d'une  manière  absolue;  il  reste  à 

démontrer  qu'elle  est  pareillement  vraie,  si  l'on  tient  compte 

s\u(at) 
des  signes.  Or,  le  facteur '■ a  dans  notre  hypothèse  une 

sin(bt) 

valeur  positive,  puisque  chacun  des  angles  est  positif  et  moin- 
dre que  deux  droits  ;  d'un  autre  côté,  quand  x  est  à  l'intérieur 

sin(orx)         (AX) 
de  (ah),  les  rapports et  sont  positifs,  et  quand 

sh\{xb)         (XB) 

X  est  à  l'extérieur  de  (ab),  ils  sont  négatifs.  Donc  les  deux 
membres  de  l'égalité  ont  le  même  signe,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Second  cas.  La  transversale  t  rencontre  un  ou   plusieurs 
des  rayons  dans  le  prolongement. 

Si  t  coupe  le  prolongement  de  a,    il  suffit  d'augmenter  de 
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180  degrés  chacun  des  angles  (ax),  {at)  du  premier  cas. 
L'égalité  est  vraie  d'une  manière  absolue,  ce  qui  est  évident; 
elle  l'est  encore  en  tenant  compte  des  signes,  puisque  sin(air) 
et  sin  {at)  changent  simultanément  le  leur. 

La  même  observation  s'applique  au  rayon  h. 

Enfin,  quand  t  rencontre  le  prolongement  de  x  on  augmen- 
tera les  angles  {ax)  et  {xh)  de  180  degrés;  les  sinus  chan- 
gent de  signe  à  la  fois  et  l'égalité  se  trouve  maintenue.  Donc 
en  général  le  rayon  x  et  son  prolongement  partagent  un  angle 
donné  dans  un  même  rapport. 

Troisième  cas.  Le  sommet  S  est  à  Tinfini,  et  par  conséquent 
les  rayons  aJ),x  sont  parallèles. 


Si  sur  l'un  des  rayons  a  on  prend  un  point  S^  et  qu'on  le 

joigne  parles  droites  rti,6,,.ri,  aux  intersections  A,B,X,  on  aura 

toujours 

sln(rti.rj')      (AX)      sin(r/jf) 


sin(.ri6i)      (XB)      sin(^/^if) 
Lorsque  le  point  S^  s'éloigne  de  plus  en  plus  sur  a.  le  se- 

(A\i      <in((70 


cond  nu'mbre  tend  vers  une  limite  déterminée  - 


(XB)     imipt). 
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que  nous  appelons  le  rapport  de  simple  section  de  (ah)  par  x, 

sin(ff.r) 
et  que  nous  représentons  par  ;; . 

siii(.r/>) 

Donc  on  a 

sin(aa;)        (AX)     sin(':/^) 


sinf.''^)        (Xii)     sin(60 
et  cette  dernière  relation  est  ainsi  déndontrée  pour  toutes  les 
hypothèses  admissibles.  • 

44.  Si  l'angle  (ab)  est  donné  et  que  le  rayon  x  décrive  tout  le 
plan  en  tournant  autour  du  sommet,  il  arrivera  qu'à  chacune 
des  positions  de  x  correspond  une  seule  et  unique  valeur  pour 

sin(a.r) 

le  rapport ■ ;  c  est  ce  qui  ressort  immédiatement  de 

sin(.r6) 

la  nature  de  cette  expression. 

Réciproquement  un  angle  (ab)  étant  donné,  il  existe  mie 
seule  et  unique  position  de  x  (y  compris  le  prolongement)  telle 

sm(ax)  m 

que  le  rapport —  soit  égal  à  une  quanté  réelle  — . 

sm{xb)  n 

En  effet,  après  avoir  coupé  par  une  transversale  t  les  rayons 
a,b,x  respectivement  dans  les  points  A,B,X,  on  doit  avoir 

i\w(ax)        (AX)      sinfa^) 


sinfj,"^;       (XB)      û\\(bt) 

Il  faudra  donc  d^îterminer  sur  la  ligne  t  un  point  X  qui 
satisfasse  à  la  condition 

(AX)     ?>'\w(at)         m 


(XB)      i\n(bt)  n 

(AX)       m       su\(bt) 

ou  = — . 

(XB)        n        s\n(at) 
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Le  problème  revient  donc  h.  diviser  la  lonirueur  (AB)  dans 
un  rapport  de  simple  section  égal  au  dernier  membre.  Or  on 
trouvera  un  seul  et  unique  point  X,  par  lequel  on  fera  passer 
le  rayon  cherché  x. 

On  peut  aussi  employer  la  construction  suivante  :  on  mène 
à  la  droite  a  une  parallèle  p  distante  de  m  et  à  6  une  parallèle 
q  distante  de  n,  en  ayant  soin  qu'elles  soient  portées  toutes 

les  deux  à  1  intérieur  de  (ab)  si  —  est  positif,  sinon  lune  en 

n 


dedans  l'autre  en  dehors.  Le  point  de  rencontre  K  des  deux 
parallèles  est  sur  le  rayon  cherché  x;  car  on  a 

s\n(a.r)  {J^J  vi 

sin(.r6;  tJL.)  fh 

les  signes  des  deux  membres  étant  du  reste  égaux  par  suite 
de  la  construction. 

45*.  Tout  angle  dièdre  (AB)  d'une  fouillée  sera  divisé  par 
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un  phiii  A'  lie  la  même  leuilléu  en  deux  parties  (AX),  (XB), 
dont    la  somme   sei'a    toujours  égale  à  (ABJ.   L'expression 

sinf.lA;; 

sera  le  rapport  de  simple  section  de  1  angle  (AB) 

<'hi(\Bj 

par  le  plan  A' ou  bien  encore  le  rapport  de  simple  section  des 
deux  éléments  A,B  par  un  troisième  élément  A'. 

Gomme  les  angles   dièdres  ont  pour  mesure  les  angles 
correspondants  formés  par  les  intersections  a,b,x  d'un  plan 
perpendiculaire  à  l'arête  commune,  on  aura 
sinf.-lA^  s\n(ax) 


èm{XBJ  sin(xb) 

de  sorte  que  toutes  les  propriétés  du  rapport  de  simple  section 
dans  le  faisceau  s'appliquent  également  à  la  feuillée. 

40.  Les  résultats  principaux  de  cet  article  peuvent  se  ré- 
sumer ainsi  : 

Lorsque  deux  éléments  a.b  d'un  système  primaire  sont 
donnés,  à  toute  position  x  d'un  troisième  élément  correspond 
une  seule  et  unique  valeur  du  rapport  de  simple  section  des 
éléments  a  et  bpar  x;  et  réciproquement  lorsque  a  et  b  sont 
donnés,  il  existe  une  seule  et  unique  position  de  x  tel  que  le 
même  rapport  de  simple  section  soit  égal  à  une  quantité  réelle 
proposée. 

Rapport  de  double  section  ou  biquotient. 

47.  Nous  avons  vu  qu'une  longueur  (AB)  est  partagée  par  un 
point  X  de  la  même  droite  dans  le  rapport  de  simple  section 

Lj_i_.  Grâce  à  un  nouveau  point  de  division  G  on  obtient 

(XB) 
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(AC)                    (AX)   (AC) 
un  rapport  analogue .  Le  quotient :- — de  ces  deux 

"      (G13)         *  (XH)   (GB) 

expressions  est  ce  qu'on  appelle  le  rapport  de  double  section 
de  la  longueur  (AB)  par  les  points  X  et  G,  Qu  plus  simple- 


X  A  C  B 

ment  le  hiqnotimt  des  points  A,X,G,B.  Nous  représenterons 
sa  valeur  par  le  synabole  (AXGB),  qui  possède  un  double 
avantage  :  car,  en  premier  lieu,  il  a  le  même  ordre  de  lettres 

(AX').(GB) 

que    le  numérateur   de    la    fraction éuale    au 

(AG).(XB)      ^ 

(AX)      (AC) 
biquotient  :    ;  en  second  lieu,  il  montre  intuitive- 

(XB)      (GH) 

ment  par  la  disposition  de  ses  lettres  que  la  longueur  (AB)  est 
partagée  d'abord  par  X,  ensuite  par  G. 

Quatre  points  A,X,G,B  étant  donnés  sur  une  lignée, 
on  peut  former  avec  eux  vingt-quatre  rapports  de  double 
section,  en  substituant  deux  lettres  l'une  à  fautre,  par  exem- 

(AX)    (AG) 
pie,  B  a  G  et  vice-verscâ,  dans  1  exi)ression : ..Mais 

^  (XB)     (GB) 

trois  des  biquotients  ainsi  obtenus  sont  égaux  à  ce  dernier; 
en  effet,  on  a 
(AX)    (AG)       (XA)    (XB)       (GB)    (GA)       (BG)    (BX) 


(XB;  •  (GB)       (AG)  ■  (BG)       (B^)  '  (AX)      (GA)    (XA) 

(AX).(GU)      . 

puisque  toutes  ces  expressions  se  réduisent  à ^> 

(AG).(XH) 
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l'un  observe  qu'un  segment  quelconque  (XA)  peut  être  rem- 
Itlacé  i)ar  —  (XA).  Les  dernières  égalités  s'écriveiit  au 
moyen   des  symboles  comme  suit  : 

(AXGb)  =  (XABC)  =  (G13AX)  =  (BCXA) 

Du  premier  membre  se  déduisent  les  trois  autres,  savoir  : 
(XABC)  en  permutant  A  avec  la  deuxième  lettre  X,  et  C  avec 
B;  puis  (CBAX)  en  permutant  A  avec  la  troisième  lettre  G  et 
X  avec  B;  enfin  (BGXA)  en  permutant  A  avec  la  quatrième 
lettre  B  et  X  avec  G.  Les  dilïérenles  permutations  possibles 
sont  donc  permises;  on  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

U?î  biquotient  ne  change  pas  de  valeur  (luaiid  on  per- 
mute toutes  les   lettres  deux  à  deux. 

Ce  théorème  permet  d'amener  l'une  quelconque  des  quatre 
lettres  à  la  place  qu'on  désire,  sans  modifier  toutefois  la  va- 
leur du  rapport  de  double  section.  Par  exemple,  si  l'on  veut 
au  lieu  de  (AXGB)  avoir  G  en  tête,  on  permutera  C  avec  A  et 
les  deux  autres  lettres  ensemble. 

48.  Un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  la  forme  de  l'expression 

(AX)     (AC)  .      ,.  .    ,.       ,        , 

.s  •    p      montre  qu'un  biquotient  est  indépendant  du  sens 

de  la  droite,  car  si  l'on  regarde  comme  positif  le  sens  con- 
traire à  celui  qu'on  a  d'abord  choisi,  les  segments  (AX),  (XB). 
(AC),   (CB),   changent  de  signe,  mais  cela  ne  modifie  nuUe- 

(AX)       (A  G) 

ment  la  valeur  de   ,.- ,.    •   77777:  • 
(X  B)       (G  B) 

Supposons  que  de  quatre  points  A,  B,  G,  X  sur  une  droite 

les  trois  premiers  soient  fixes  et  que  le  quatrième  X  décrive  la 

(AX)       (AC) 
ligne  entière.  Le  biquotient  (AXGB),  c  est-à-dire  pr^.    :    77^77" 

(AX) 
sera  égal  à  un  rapport  de  simple  section   --r-j—  divisé  par    la 
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,        (AG) 
quantité  invariable    .p.     ;  et  comme  le  rapport  de  simple  sec- 

tion  a  pour  chaque  position  de  X  une  seule  et  unique  valeur, 

il  en  sera  de  même  pour  le  hif[uotient.   Réciproquement,  si 

l'on  donne  les  points  A,  B,  G,  et  qu'il  s'agisse  d'en  trouver  un 

(AX)       (AG) 
quatrième  X,  tel  que  le  biquotient     ...      •  — -ttt — soitégal  aune 

p 
quantité  réelle   —  >    il    existera   toujours  un  seul   et  unique 

point  qui  satisfasse  à  cette  condition.  On  doit  avoir  en  el'fet 
(AX)     .    (A  G)  p  (AX)  p{CB) 


—       ou 


(XB)  (GB)  q       ""        (XBj  ^(AGl 

or  il  n'y  a  qu'un  point  X  qui  partage  la  longueur  (AB)  d'après 

piCli) 
le    rapport   connu  — -777--  l.a  construction  de  X  peut  s  effec- 
^(AG)  ^ 

tuer  par  le  procédé  vu  plus  haut  (v.  41.). 

Parmi  les  biquotients  que  l'on  peut  former  avec  les  quatre 
lettres  A,  B,  G,  X,  nous  avons  considéré  seulement  (AXGB); 
mais  les  propriétés  qui  viennent  d'être  démontrées  pour  ce 
dernier,  s'appliquent  à  tous  les  autres;  car  on  pourra  tou- 
jours amener  par  des  permutations  la  lettre  variable  à  la  se- 
conde place.  Ainsi  : 

Trois  points  A,  B,  G  d'uNC  droite  étant  donnes,  il  existe 
toujours  sur  la  même  ligne  un  seul  et  unique  point  X  tel 
qu'un  certain  biquotient  formé  par  ces  quatre  points  soit  égal 
à  une  quantité  réelle  proposée. 

49.  L'angle  (ab)  (jue  forment  deux  rayons  a,b  d'un  faisceau, 
est  divisé   par   un    troisième    x  dans   le   rapport   de  simple 

Sin((/,/') 

section    ^,.  ,.   ..    et    par    un    (luatrième    c    dans    le    rapport 
biu{xb)         '  '  ^ ' 

Sin(V/c)  ,  Siii(V/.r)      Sin(y/c) 


^.      . ,         L'expression  — 7-  :     ..      .,    est  ce  (lue 

bui(c6)  ^  b\\\{^.ro)      bm^cb)  ' 


nous 
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appellerons   le  rapport   de   double   section  de   l'angle    (ab) 
par  les  rayons  x  et  c  ou  plus  simplement  le  biquotient  de 


X    a     V 


a,  X,  c,  h  ;  sa  valeur  sera  représentée  par  le  symbole  (axcb). 

50*.  Une  définition  analogue  peut  être  adoptée  à  l'égard  de 

la  feuillée.  Le  biquotient   des  quatre  plans  A,  A',  C,  B  sera 

^m(AX)      ^m(AC) 
donc  le  rapport  ^..   ...„.  :   ^■     ç^.  ,  que  nous  désignerons 

par  (AXCB). 

Comme  les  angles  dièdres  de  la  feuillée  ont  pour  mesure 
les  angles  plans  formés  par  ses  intersections  a,  .r,  c,  b  avec 
un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  commune,  le  rapport  de 
double  section 

^m(AX)     'èm(AC)  ^m(ax)     ^\w(ac) 

c    /vpi  •  o-   ,rT>\  6St  évidemment  égal  à  (^.    '   , .  :  ^,.    .  , .  ; 
Sm(A/îJ     hm(tB)  ®        ^m(xb)     ^m(cb) 

en  d'autres  mots  [AXCB)  est  l'équivalent  de  (axcb). 

51.  Les  propriétés  du  biquotient,  démontrées  pour  quatre 
points  d'une  lignée,  s'appliquent  par  analogie  à  quatre  rayons 
d'un  faisceau  et  à  quatre  plans  d'une  feuillée.  Elles  peuvent 
en  conséquence  être  énoncées  d'une  manière  générale  comme 
suit  : 

Le  biquotient  (aXCb)  de  quatre  éléments  a,  X,  C,  b  d'un  sys- 
tème primaire  ne  dépend  en  aucune  façon  du  sens  dans  lequel 
le  système  est  engendré. 

3 
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52.  Le  biqiwtient  (axcb)  ne  peut  avoir  quune  seule  et 
unique  valeur. 

53.  Un  hiquotient  ne  change  point,  lorsqu'on  permute  tous 
les  éléments  deux  à  deux. 

54.  Si  trois  éléments  sont  donnés,  il  existe  toujours  un  seul 
et  unique  quatrième  élément  tel  qu'un  certain  hiquotient  de 
ces  quatre  éléments  soit  égal  à  une  quantité  réelle  proposée. 

Propriété    projective    du  biquotient. 

55.  Théorème.  Lorsqu'une  droite  coupe  un  faisceau  de 
quatre  éléments,  tout  biquotient  formé  avec  les  intersections  de 
la  droite  est  égal  au  hiquotient  analogue  du  faisceau. 

Soient  a,  h,  c,  x   les   rayons   donnés  et  A.  B,  C.  X   leurs 


intersections  avec  une  transversale  t;   il  s'agit  de  démontrer, 
par  exemple,  que  le  biquotient  ^AXCO"!  est  égal  à  \^axcb). 
Or,  on  a  toujours  ^v.  43) 

Sin(a.r)        (\\)       SinfaO 


Siu(^r/0        (\B)       6'iubt'\ 


et  de  même 
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Sm(ac)  __  (AC)       Sin(aO 
Siii  {rb)  ^   (Cli)    '    Sin(60  ' 

en  divisant  ces  deux  égalités  membre  par  membre,  on  obtient 
(AX)        (AG)   _  Sin(oj-)      Sin(ac). 
(XU)    ■    (CB)    ~  Sin(.r6)  *  Sin(c6)  ' 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

5G.  Corollaire.  Les  quatre  points  A,  B,  C,  X  sont  pro- 
jetés du  centre  S  au  moyen  des  rayons  a,  h,  c,  x.  Gomme  le 
biquotient  est,  en  vertu  du  dernier  théorème,  susceptible 
d'être  exprimé  au  moyen  des  rayons  correspondants,  il 
donne  naissance  à  une  propriété  projective  (v.  35)  et  doit 
être  invariable  pour  toutes  les  projections  des  quatre  points 
A,  B,  C,  X.  En  effet,  si  l'on  coupe  le  faisceau  par  une  droite 
ou  un  plan,  l'intersection  Ai  sera  la  projection  de  A  depuis 
le  centre  de  perspective  S;  de  même  B^,  Gi,  Xi,  seront  les 
projections  de  B,  G,  X.  Or,  les  deux  expressions  (AXGB)  et 
(A^XiGiBi)  seront  l'une  et  l'autre  égales  à  {axâ))  et  par 
conséquent  égales  entre  elles.  Donc  : 

La  valeur  d'un  biquotient  de  quatre  points  reste  la  même, 
quand  on  remplace  ces  points  par  leurs  projections  sur  une 
droite  ou  sur  îin  plan. 

57*.  Théorème.  Lorsqu'un  plan  coupe  une  feiiillée  de  quatre 
éléments,  tout  biquotient  formé  avec  les  intersections  du  plan 
est  égal  au  biquotient  analogue  de  la  feuillée. 

Soient  A,  B,  C,  X  les  plans  de  la  feuillée,  et  ai,  b^,  q,  x^ 
les  intersections  de  cette  feuillée  par  le  plan  donné  P^. 

Menons  un  plan  P  perpendiculaire  à  l'arête,  et  désignons 
par  A,  B,  C,  X  les  points  où  la  droite  PPi  rencontre  les  diffé- 
rents plans  de  la  feuillée.  Il  s'agit  de  montrer  que  tout  biquo- 
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tient  {a^  .i\  Ci  61)   est  égal   au   biquotieiit  analogue  (AXCB), 


Or  {AXCB)  =  (nxcb) 
{ojccb)  =  (AXCH) 
(AXCB)  =  {(h.i\cA) 


fv.  50) 
(v.  55) 
(v.  55) 


Donc 


{ai.i\cjf,)  =  [AXCB). 


58*.  CoRCLLAUu^.  Nous  tirons  île  ce  théorème  une  consé- 
quence semblable  à  celle  que  nous  avons  déduite  du  théorème 
précédent. 

Lors^iue  deux  plans  cpielconques  /',  l\  coupent  une  feuillée, 
ils  forment  par  leurs  intersections  avec  celle-ci  deux  faisceaux, 
dont  l'un  peut  être  envisagé  comme   la  projection  de   lautre 
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depuis  un  centre  de  perspeclivp  pris  sur  farête  SSj.  Or,  les 
biquotients  analogues  de  ces  faisceaux  soûl  égaux,  puisqu'ils 
sont  équivalents  au  biquotient  de  la  feuillée.  Donc  : 

La  valeur  d'un  biquolient  de  quatre  rayons  reste  la  même, 
quand  on  remplace  ces  rayons  par  leurs  projections  sur  un 
plan. 

58.  —  Autrement.  Lorsque  deux  faisceaux  a,  b,    c,  x  et 
tti,  6j,  fj,  a-j  sont  perspectifs,    les  droites  correspondantes  se 
coupent  sur   l'axe   de   perspective   (v.  3(3)  dans   les  points 
A,   B,   C,  X.   Or,  les   biquotients   analogues   des  deux   fais- 
ceaux sont  égaux  h  celui  des   biquotients  qui  est  semblable- 
ment  formé  avec  les  intersections  sur  l'axe  de  perspective; 
en  d'autres  termes,  on  a,  par  exemple, 
(abcx)  =  (ABCX) 
(aAc^x,)  =  (ABCX) 
d'où 

(abcx)  =  [oibiC^Xi) 
c'est-à-dire 

Lorsque  deux  faisceaux  sont  en  perspective  tout  biquotient 
formé  avec  quatre  rayons  de  l'un  est  égal  au  biquotient 
analogue  de  l'autre. 

Cette  seconde  démonstration  est  plus  générale  que  la 
première,  car  elle  admet  aussi  le  cas  où  les  deux  faisceaux 
perspectifs  sont  situés  dans  un  même  plan. 

59*.  Corollaire.  Lorsque  deux  feuillées  sont  en  perspective, 
tout  biquotient  formé  avec  quatre  plans  de  l'une  est  égal  au  bi- 
quotient analogue  de  l'autre. 

En  effet,  les  intersections  des  plans  correspondants  se 
trouvent  dans  un  plan  (v.  38);  ce  dernier  coupe  donc  les 
deux  feuillées  d'après  un  même  faisceau.  Les  biquotients  ana- 
logues des  feuillées  sont  conséquemment  égaux  à  un  même 
biquotient  du  faisceau,  et  par  suite  ils  sont  égaux  entre  eux. 
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60*.  Théorème.  Lorsqu'une  droite  coupe  une  feuilke  de 
quatre  plans,  tout  biquo tient  formé  avec  les  intersections  de  la 
droite  est  égal  au  hiquotimt  analogue  de  la  feuillée. 

Soient  A,  B,  C,  X*  les  plans  de  la  feuillée  et  A,  B,  C,  X 
leurs  intersections  avec  la  droite  donnée.  Menons  par  celle-ci 
un  plan  quelconque,  qui  coupera  la  feuillée  d'après  un  fais- 
ceau de  quatre  rayons  a,  b,  c,  x. 

Nous  voulons  encore  démontrer  que  tout  biquotient(AXCB) 
est  égal  à  {AXCB).  Or,  on  a 

iAXCB)  =  {axcb)  (v.  57) 

{axcb)  =  (AXCB)  (v.  55) 

Donc  (AXCB)  =  {AXCB). 

^\*.  Corollaire.  Lorsque  deux  ou  plusieurs  droites  coupent 
une  même  feuillée  de  quatre  plans,  les  biquotients  analogues 
formés  avec  les  intersections  de  chaque  droite  sont  égaux  entre 
eux. 

62.  Résumé.  Nous  avons  considéré  dans  cet  article  tous 
les  cas  où  deux  systèmes  primaires  sont  en  situation  de  pers- 
pective, savoir  :  l»  une  lignée  avec  une  lignée  (v.  56)  ;  :2o  une 
lignée  avec  un  faisceau  (v.  55)  :  le  faisceau  est  projeté  du 
sommet  S  sur  la  droite  t;  3°  une  lignée  avec  une  feuillée 
(v.  60):  la  feuillée  est  projetée  une  première  fois  d'un  point 
de  l'arête  sur  un  plan  passant  par  la  droite,  ce  qui  donne  un 
faisceau  ;  celui-ci  est  ensuite  projeté  de  son  sommet  sur  la 
même  droite,  d'où  résulte  la  lignée  en  question  ;  4»  un  fais- 
ceau avec  un  faisceau  (v.  58)  ;  5»  un  faisceau  avec  une 
feuillée  (v,  57)  :  la  feuillée  est  d'un  point  de  Tarète  proje- 
tée sur  le  plan  du  faisceau;  6-^  une  fouillée  avec  une  feuillée 
(v.  59). 

Dans  toutes  ces  combinaisons,  les  biquotients  analogues 

*  Les  majuscules  italiques  représentent  des  plans. 
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sont  égaux;  donc,  lorsque  deux  systèmes  primaires  sont 
perspectifs,  tout  biquotient  formé  avec  quatre  éléments  quel- 
conques de  l'un  est  égal  au  biquotient  formé  avec  les  élé- 
ments correspondants  de  l'autre. 

Il  est  évident  que  cette  égalité  subsiste  encore,  quand  on 
fait  abstraction  de  la  situation  de  perspective,  c'est-à-dire 
quand  les  systèmes  primaires  sont  simplement  projectifs  ; 
les  différents  théorèmes  de  cet  article  sont  ainsi  compris 
dans   l'énoncé  suivant  : 

Lorsque  deux  systèmes  primaires  sord  projectifs,  tout  bi- 
quotient formé  avec  quatre  éléments  quelconques  de  l'un  est 
égal  au  biquotient  formé  avec  les  éléments  correspondants  de 
Vautre. 


Conditions  pour  que  deux  systèmes  primaires  de  4  éléments 
soient  perspectifs  ou  projectifs. 


Nous  allons  maintenant  examiner  les  systèmes  primaires 
qui  sont  composés  chacun  de  quatre  éléments  a,  b.  ('.  d, 
El,  bj.  l'i.  di,   et  qui  ont  un  biquotient  (abcd),  (aib^C^di),  de 


fti       \\ 


b, 
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même  valeur.  Les  éléments  a,  ai  qui  sont  représentés  par 
des  lettres  occupant  une  même  place  dans  les  symboles 
(abcd),  (aibiCidi)  seront  appelés  éléments  correspondants. 

63.  Théorème.  En  général,  lorsque  deux  systèmes  primaires 
de  quatre  éléments  chacun  ont  un  biquotient  de  mi^me  valeur  et 
qu'en  outre  trois  éléments  de  l'un  sont  en  situation  de  perspec- 
tive avec  les  éléments  correspondants  de  l'autre,  il  faut  aussi 
que  les  quatrièmes  éléments  soient  en  perspectire. 

Soit  (abcd)  =  (aibifidj)  ;  déplus,  admettons  que  trois 
éléments  a,  C,  d  soient  en  perspective  avec  leurs  correspon- 
dants ai,  Cl,  di. 

Désignons  provisoirement  par  bz  l'élément  qui  dans  le  se- 
cond système  est  en  pers[)ective  avec  b.  Puisque  ai,b2.  d.di 
et  a,  b,  C,  d  sont  perspectifs,  le  biquotient  (aib2Cidij  est  égal 
à  (abcd)  et  par  conséquent  à  (aibiCidi).  Ainsi  h^  et  b^ 
doivent  être  tels  qu'avec  trois  mêmes  éléments  ai.  C,.  di  ils 
donnent  naissance  h  des  biquotients  (aib2Cidi),  (aibiCidO  '^^ 
même  valeur;  donc  b2  et  bj  sont  identiques  (  v.  54  ),  et  les 
deux  systèmes  donnés  sont  en  situation  de  perspective. 

64.  Théorème.  Lorsque  deux  lignées  de  quatre  points  ont 
un  biquotient  de  même  valeur  et  qu'en  outre  deux  éléments  cor- 
respondants coïncident,  les  droites  qui  joignent  les  autres  points 
correspondants  concourent  en  un  point  S,  et  les  deux  lignées 
sont  perspectives. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  points  d'une  lignée  et  Ai.  H^.  C.  D^ 

.S 
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les  points  de  l'autre;  soit  en  outre  (AHGD)  =  (A,B,GDJ 
et  supposons   que  deux  points   correspondants  G  coïncident. 

Menons  les  droites  AAj,  BBi,  qui  se  couperont  en  un  point  S. 

Le  l)i(îuotient  (AHCD)  est  égal  au  biijnolient  analogue  du 
faisceau  AA,,  131îi,  SG,  SD  (v.  55),  et  (Ai  Hi  C  I)i)au  biquo- 
tient  analogue  du  faisceau  AAj,  BBi,  SG,  SDx  ;  donc,  en  vertu 
(le  l'hypotiièse,  ces  biquotients  des  deux  faisceaux  ont  une 
même  valeur  (ABGD).  Par  conséquent,  les  droites  SD,  SDi 
coïncideront,  vu  qu'avec  trois  rayons  AAi,  BBi,  SG  elles  doi- 
vent donner  naissance  à  un  biquotient  de  même  valeur  (v.  54). 

Ainsi  les  droites  AAi.  BBi,  etc.,  menées  par  les  points 
correspondants,  concourent  en  un  même  point  S,  qui  est  le 
centre  de  perspective  des  deux  lignées  (v.  6). 

65.  GoROLLAiRK.  Puisque  deux  lignées,  ayant  un  biquo- 
tient de  même  valeur,  peuvent  être  placées  en  situation  de 
perspective,  il  en  résulte  que  tout  biquotient  de  l'une  est  égal 
au  biquotient  semblablement  formé  de  l'autre  (v.  56). 

66.  Théorème.  Deux  lignées  de  quatre  points  sont  en 
perspective,  lorsqu'elles  ont  un  biquotient  de  mf-me  valeur,  et 
qu'un  point  de  l'une  coïncide  avec  un  point  quelconque  de 
l'autre. 

Soit  (ABGD)  =  (GHIK.)  et  supposons,  par  exemple,  que  B 
coïncide  avec  K.  On  peut  amener  la  lettre  K  à  occuper 
comme  B  la  seconde  place  dans  le  symbole  (v.  47).  H  suffît 
pour  cela  de  permuter  K  avec  H  et  G  avec  I,  ce  qui  donne 
(ABGD)  =  (IKGH).  Les  lignées  ont  encore  un  même  biquo- 
tient et  les  deux  points  qui  coïncident  sont  correspondants, 
donc  les  droites  AI,  GG,  DH  passent  par  un  point  (v.  64),  et 
les  lignées  sont  perspectives. 

67.  Théorème.  Lorsque  deux  faisceaux  de  quatre  rayons 
ont  un  biquotient  de  même  valeur  et  qu'en  outre  deux  éléments 
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correspondants  coïncident,  les  intersections  des  autres  rayons 
correspondants  sont  situées  sur  une  même  droite  et  les  faisceaux 
sont  perspectifs. 

Soient  a,  h,  c,  d  les  rayons  d'un   faisceau,  et  a^,  b^,  c,  d^, 
ceux  de  l'autre;    soit  en  outre  (abcd)  =  (aibicd^),  et  suppo- 


sons que  deux  rayons  correspondants  c  coïncident. 

Par  les  points  aai,  bbi  menons  une  droite  s.  Le  biquotient 
{abcd)  est  égal  au  biquotient  analogue  de  la  lignée  aa^,  bb^, 
se,  sd,  (v.  55)  et  (a^bicd^)  au  biquotient  analogue  de  la  lignée 
aai,  661,  se,  sdi;  donc,  en  vertu  de  l'hypothèse,  ces  biquo- 
tients  des  deux  lignées  ont  une  même  valeur  {abcd).  Par  con- 
séquent, les  points  sd,  sdi  coïncident,  vu  qu'avec  trois  points 
ottj,  661,  se  ils  doivent  donner  naissance  à  un  biquotient  de 
même  valeur  (v.  54). 

Ainsi,  les  rayons  correspondants  se  coupent  en  des  points 
aa^,  bb^,  etc.,  situés  sur  une  même  droite  5.  Les  deux  fais- 
ceaux sont  donc  perspectifs  (v.  ;>('»),  et  la  ligne  s  en  est  taxe 
de  perspective. 
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()8.  CoROLLAiHi:.  l*iiis(jiio  (li'U\  faisceaux,  ayant  un  biquo- 
lient  (le  même  valeur,  peuvent  être  placés  en  situation  de 
perspective,  il  en  résulte  que  tout  biquolient  de  l'un  est  égal 
au  biquotient  semblablement  formé  de  l'autre  (v.  58). 

09.  Théorèmi:.  Deui'  faisceaux  de  quatre  rayons  sont  pers- 
pectifs, lorsqu'ils  ont  un  biquotient  de  même  valeur,  et  quun 
rayon  de  l'un  coïncide  avec  un  rayon  quelconque  de  l'autre. 

La  démonstration  est  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée 
précédemment  (v.  66). 

70*.  Thkorème.  Lorsque  deux  feuillées  de  quatre  plans  ont 
un  biquotient  de  même  valeur  et  qu'en  outre  deux  éléments 
(plans)  coincident ,  les  plans  correspondants  se  coupent  en 
des  lignes  situées  dans  un  même  plan,  et  les  deux  feuillées 
sont  perspectives. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  plans  d'une  feuillée  et  A^,  B^, 
C,  Di  ceux  de  l'autre;  soit  en  outre  (ABCD)=  (A^B^CD^) 


et  supposons  que  deux  plans   correspondants  C  coïncident. 
Par    les    droites    AA^,  BB^   menons  un   plan  S.  Le   bi- 
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quotient  (ABCDJ  est  égal  au  hiquolient  analogue  du  fais- 
ceau AA^,  BB^,  se,  SI)  (v.  57)  et  (A^B^CD^)  au  biquo- 
tient  analogue  du  faisceau  AA^,  BB^,  SC,  SD^  ;  donc,  en 
vertu  de  l'hypothèse,  ces  hiquotients  des  deux  faisceaux 
ont  une  même  valeur.  Par  conséquent,  les  droites  SD, 
SD^  coïncident,  puisqu'avec  trois  rayons  AA^,  BB^,  SC  elles 
doivent  donner  naissance  à  un  biquotient  de  même  valeur- 
Ainsi  les  plans  correspondants  se  coupent  suivant  des 
droites  situées  dans  un  même  plan  .S,  et  les  deux  feuillées 
sont  perspectives  (v.   38). 

71.  *  Théorème.  Deux  feuillées  de  quatre  plans  sont  pers- 
pectives, lorsqu'elles  ont  un  biquotient  de  même  valeur  et 
qu'un  plan  de  l'une  coïncide  avec  un  plan  quelconque  de 
l'autre. 

La  démonstration  est  encore  semblable  à  celle  du  §  6G. 

72.  Théorème,  Lorsqu'une  lignée  et  un  faisceau  de  quatre 
éléments  chacun  ont  un  hiquotietil  de  même  valeur,  il  est  tou- 
jours possible  de  les  placer  en  situation  de  perspective,  c'est- 
à-dire  qu'on  peut  mettre  les  points  de  la  lignée  sur  les  rayons 
correspondants  du  faisceau. 

Soit      (ABCD)  =  (abcdj. 
Placez  la  lignée  t  de  telle  manière  qu'un  point  A  se  trouve 
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sur  le  rayuii  correspondant  a.  Par  les  autres  points  B,  C,  D, 
menez  des  droites  b^,  Cj,  (/,  [»arallèles  à  a.  Le  faisceau 
«1,  hi,  Cl,  di  a  un  même  bi(iuotient  (jue  la  lignée  A,  B,  C,  D 
(v.  55)  et  par  conséquent  que  le  faisceau  a,  b,  c,  d;  de  plus, 
les  éléments  correspondants  a,  ai  coïncident;  donc  les  deux 
faisceaux  sont  en  perspective  et  se  coupent  en  des  points 
Al,  Bi,  Cl,  Di  situés  sur  une  droite  ^i  (v.  67),  Prenez  sur 
cette  dernière  une  longueur  (A,I)  égale  à  (AB),  menez  par 
I  une  parallèle  au  rayon  a  et  par  l'intersection  B3  avec  b 
une  parallèle  t.^  à  h.  La  lignée  A3,  B3,  C3,  Ds  formée  par  les 
intersections  de  t^  avec  les  rayons  a,  b,  c,  d  est  en  perspec- 
tive avec  ce  faisceau.  En  outre,  elle  est  égale  k  la  lignée 
A,  B,  G,  D;  car  les  différents  segments  sur  ts  et  sur  t  sont 
proportionnels  aux  segments  correspondants  sur  t^;  ils  sont 
donc  proportionnels  entre  eux;  et  puisque  (A3B3)  =  (AB),  il 
en  résulte  que  (B3C3)  =  (l^C),  etc. 

73*  Thkorème.  Lorsqu'une  lignée  et  une  feuillée  de  quatre 
éléments  chacun  ont  un  biquotient  de  même  valeur,  il  est  tou- 
jours possible  de  les  placer  en  situatioti  de  perspective,  c  est-à- 
dire  qu'on  peut  mettre  les  points  de  la  lignée  dans  les  plans 
correspondants  de  la  feuillée. 

Coupez  la  feuillée  par  un  plan  (juelconque,  puis,  au  moyen 
de  la  construction  précédente,  mettez  la  lignée  en  perspec- 
tive avec  le  faisceau  des  quatre  intersections. 

74*  Théorè:me.  Lorsqu'un  faisceau  et  une  feuillée  de  quatre 
éléments  chacun  ont  un  biquotient  de  même  valeur,  il  est  tou- 
jours possible  de  les  placer  en  situation  de  perspective,  c'est-à- 
dire  qu'on  peut  mettre  les  rayons  du  faisceau  dans  les  plans 
correspondants  de  la  feuillée. 

Soient  %,  bi,  Ci,  di  les  rayons  du  faisceau  et  a,  b,  c,  d  les 
intersections  de  la  feuillée  avec  un  plan  perpendiculaire  à 
l'arête  ;  soit  en  outre  (abcd)  =  (aib^Cidi). 
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Mettez  les  deux   faisceaux  de  manière  à  ce  qu'une  paire 
d'éléments  correspondants  a,  «i  coïncident;   les  faisceaux  se- 


ront alors  en  perspective  et  les  autres  rayons  correspondants 
se  couperont  en  des  points  situés  sur  une  droite  s  (v.  67). 
Menez  à  SSi  une  perpendiculaire  par  son  milieu  et  soit  C  le 
point  où  elle  rencontre  l'axe  s.  De  C  comme  centre  et  avec 
se  pour  rayon  tracez  une  circonférence,  qui  coupera  ^^  en 
deux  points;  puis  joignez  ces  points  avec  S,  Si  par  les 
droites  /,  ii,  j,  ji.  Il  est  évident  que  les  angles  (ij),  (iiji)  sont 
droits.  Les  faisceaux  a,  b,  c,  (/,  /,  j,  et  «i,  ^i,  Ci,  rfi,  i^,  ji  sont 
en  situation  de  perspective;  tout  biquotient  formé  avec  quatre 
rayons  de  l'un  est  donc  égal  au  biquotient  formé  avec  les 
éléments  correspondants  de  l'autre. 

Placez   ensuite  ces  deux  faisceaux  de  manière  à  ce  que  i 
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coïncide  avec  h  et  soit  s^  Taxe  de  perspective  où  se  coupent 
aai,  hbi,  cd.  Or,  comme  (abij)=  (aib^hj^),  les  deux  rayons  j,j^ 
doivent  se  rencontrer  sur  la  même  droite  que  a,  (h,  c'est-à- 
dire  sur  Si;  mais  /, ,/,'  sont  parallèles,  puisque  les  angles  (ij), 
(hji)  sont  droits;  donc,/,  jx  sont  parallèles  à  Si  et  par  suite 
cette  dernière  ligne  est  perpendiculaire  sur  i. 

Maintenant  il  suffira  de  tourner  le  plan  du  faisceau  a^,  h^,  c^ 
autour  de  Si  jusqu'à  ce  ([ue  S,  se  trouve  sur  la  perpendicu- 
laire *  érigée  en  S  sur  le  plan  du  faisceau  a,  h,  c,  .  .  .  Les 
plans  menés  par  les  rayons  correspondants  a,  ai,  etc.,  for- 
ment évidemment  une  feuillée  égale  à  celle  qui  est  donnée 
et  contenant  en  outre  le  faisceau  a^,  b^,  Ci,  dp 

75.  Nous  venons  de  passer  en  revue  les  six  combinaisons 
que  l'on  peut  établir  avec  les  systèmes  primaires  de  quatre 
éléments,  et  nous  avons  i)ar  là  démontré  que  si  deux  sys- 
tèmes ont  un  biquotient  de  même  valeur,  il  y  a  toujours  pos- 
sibilité de  les  placer  en  situation  de  perspective.  Il  en  résulte 
qu'ils  sont  alors  projectifs.  Ainsi  : 

Deux  systèmes  primaires  de  quatre  éléme)its  chacun  sont 
projectifs,  lorsqu'ils  ont  un  biquotient  de  même  valeur. 

Cette  propriété  générale  est  la  réciproque  du  dernier  théo- 
rème de  l'article  précédent;  elle  entraîne  évidemment  l'éga- 
lité de  tous  les  biquotients  formés  avec  les  éléments  corres- 
pondants (v.  6:2).  Il  nous  sera  donc  permis  de  désigner  do- 
rénavant par  le  nom  de  systt'mes  primaires  projectifs  deux 
systèmes  primaires  ayant  un  biquotient  de  même  valeur. 


*  Cette  rencontre  est  possible  seulement  quand  le  sommet  Si  est  plus 
éloigné  de  l'axe  que  S,  c'est-à-dire  quand  l'angle  (fli^'i)  du  triangle  ainsi  est 
moindre  que  l'angle  (ai)  du  triangle  ais\.  Or  si  tel  n'est  pas  le  cas,  il 
suffit  de  poser  les  deux  faisceaux  de  manière  à  ce  que  j  co'iucide  avec  ji, 
car  («1  )i)  est  alors  moindre  que  {aj). 
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Constructions . 

7G.   Problème.   Etant  donnés  trois  points  A,  B,  G   sur  une 
droite  t,  en  chercher  un  quatrième  X  tel  qu'un  certain  biquo- 

tient  de  ces  quatre  points  nit  une  valeur  — . 

Admettons  qu'on  veuille  avoir  (AGXB)  =  — ;  si  la  lettre X, 

'1 

qui  représente  le  point  inconnu,  n'occupe  pas  la  troisième 
place  dans  le  symbole,  on  l'y  amènera  par  des  permutations 
(v.  47). 

Menez  par  un  des  points  donnés  A  une  droite  quelconque fi; 


prenez  sur  cette  dernière  un  segment  {XC^)  =  p-  l*uis,  dans 
le  même  sens,  si  p  et  q  sont  de  signes  contraires,  sinon  dans 
le  sens  inverse,  vous  porterez  une  longueur  (GiBi)  =  y.  La 
droite  menée  parallèlement  à  ti  par  le  point  de  concours  S 
de  GG,  avec  HBi  coupera  t  au  point  cherché  X. 
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En  clTet,  les  quatre  points  A,  B,  C,  X  sont  en  perspective 
du  centre  S  avec  A,  13i,  Ci,  Xi,  ce  dernier  étant  le  point  in- 
fini de  h;  donc  le  biqnolient  -— —  :  -pr-r^  est  égal  à 

(ACi)    .   \aX,) 
(GiBi)    ■    (X,Bi)' 

Mais,  d'un  côté,  ,^,  .,\  =  — —  par   suite  de  la   construc- 
(CiBi)  q 

tion;  de  l'autre     '     ^    =  —  1,  en   vertu  de  la   définition 

(XjBi) 

du  point  infini  (toutes  les  fois  que  le  point  de  section  est  à 
l'infini,  le  rapport  de  simple  section  est  égal  à  —  1;  ce  fait 
ressort  de  la  construction  indiquée  à  la  page  22  :  en  effet,  si 
l'on  porte  une  longueur  (AM)  quelconque,  puis  en  un  sens 
inverse  une  longueur  égale  (MN),  le  point  X  s'éloigne  à  l'in- 
fini et  le  rapport  de  simple  section  vaut  —  1).  Ainsi 

(AC)       (AX)     ,      ,  ^.      ,,^^„,  ,        p 

■^-77-  :  -7777-7-  c  est-a-dire  (ACXB)  a  pour  valeur  -^  • 
(CB)       (XB)  q 

11.  Problème  général.  Etant  donnés  trois  éléments  a.  b,  C 

d'un  système  primaire  en  trouver  un  quatrième  \  tel  qu'un 

certain  biquotient  (af\b)  de   ces   quatre  éléments  ait  une  va- 

P 
leur  donnée  —  . 

q 

Nous  ramenons  ce  cas  à  celui  que  nous  venons  de  traiter. 
Si  le  système  primaire  n'est  pas  une  lignée,  nous  le  coupons 
par  une  droite  t,  puis  nous  cherchons  sur  cette  droite  un 
point  X  tel  qu'avec  les  trois  intersections  A,  B.Cildonne  nais- 
sance à  un  biquotient  (ACXB)  dont  la  valeur  soit — .  L'élé- 
ment X  mené  par  ce  point  X  satisfait  à  la  condition  posée. 

78.  Problème.  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C  sur  une 
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droite  t,  en  chercher  un  quatrième  X  tel  que  la  lignée  de  ces 
quatre  points  ait  un  biquotient  égal  à  celui  d'une  autre  lignée 
de  quatre  points  donnés  Aj,  Bj,  Cj,  Xi. 

Ce  problème  est  identique  avec  le  suivant  : 

Etant  donnés  trois  points  A,  13,  C  d'une  droite,  en  chercher 
un  quatrième  X  tel  que  la  lignée  de  ces  quatre  points  soit  pro- 
jectice  avec  une  lignée  de  quatre  points  donnés  Aj,  li^.  Ci.  Xi. 

Premier  cas.  Les  deux  lignées  sont  dans  un  même  plan  et 
sur  des  droites  différentes. 

Supposons  le  point  X  trouvé.  Les  faisceaux  AAi,  AB^,  ACj, 
AXi  et  AiA,  AiB,  AiC,  AiX,  formés  autour  de  deux  points 
correspondants  A,  Aj  ont  respectivement  les  mêmes  biijuotients 


que  les  lignées  Aj,  B^,  C,,  Xj  et  A,  B,  C,  X,  avec  lesquelles 
ils  sont  en  perspective;  donc  les  deux  faisceaux  doivent  avoir 
des  biquotients  égaux;  de  plus,  deux  rayons  correspon- 
dants AA,,  A^A  coïncident,  donc  les  autres  rayons  corres- 
pondants se  coupent  sur  une  droite  ^2  (v.  (w).  De  là  résulte 
la  construction  suivante,  qui  peut  s'elTectuer  avec  la  règle 
seule  : 
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Menez  une  droite  fa  par  les  points  de  concours  de  AH,  avec 
A,B  et  de  AC,  avec  A, G;  puis  déterminez  l'intersection  des 
deux  lignes  AXj,  ta;  la  droite  qui  passe  par  ce  point  d'inter- 
section et  par  A,  coupe  t  au  point  cherché  X. 

Second  cas.  Les  deux  lignées  sont  situées  sur  une  même 
droite  t. 

Projetez  l'une  des  lignées  A,  13,  G  sur  une  droite  I2  située 
dans  le  même  plan  ;  déterminez  ensuite  comme  dans  le  cas 
précédent  le  point  X2  qui  correspond  à  X^.  La  projection  X 
de  X2  sur  t  sera  le  point  cherché;  car 

(AiBiGiXi)  =  (A^B^G.X^)  =  (ABCX) 

Troisième  cas.  Si  les  deux  lignées  t,  ti  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan,  on  môme  une  droite  t^  par  deux  points  don- 
nés A,  Cj  non  correspondants.  On  projette  ensuite  la  lignée  t 


sur  ^2  depuis  un  point  T  situé  sur  GGi  ;  on  obtient  les  points 
A,  B2,  Gi,  X2.  Par  l'intersection  S  de  AA^  avec  BgBj  on 
tire  la  droite  SX2  qui  coupera  h  en  Xi.   En  effet  les   quatre 
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points  A,  B,  C,  X  sont  en  perspective  avec  A,  B2,  Ci,  X2,  et 
ceux-ci  avec  Ai,  Bi,  C^,  X^  donc  le  premier  système  est  pro- 
jectif  avec  le  dernier. 

79.  Problème  général.  Etant  donnés  trois  éléments  a.  b,  C 
d'un  système  primaire,  en  trouver  tin  quatrième  \  tel  qu'un 
certain  biquotient  (acxb)  de  ces  quatre  éléments  soit  égal  au 
biquotient  analogue  (ftifiXibi)  d'un  second  système  primaire 
donné,  ou  bien 

Etant  donnés  trois  éléments  a,  b,  C  d'un  système  primaire, 
en  chercher  un  quatrième  x  tel  que  le  système  de  ces  quatre 
éléments  soit  projectif  avec  un  autre  système  primaire  donné. 

Si  le  premier  système  n'est  pas  une  lignée,  nous  le  cou- 
pons par  une  droite;  nous  faisons  de  même  pour  le  second 
système.  Nous  cherchons  ensuite  comme  dans  le  problème 
précédent  un  quatrième  point  tel  que  les  deux  lignées  soient 
projectives.  L'élément  qui  passe  par  ce  point  est  celui  qu'on  . 
doit  trouver. 
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Après  avoir  étudié  les  propriétés  projectives  des  systèmes 
primaires  de  quatre  éléments,  il  nous  est  facile  d'aborder  le 
cas  où  les  systèmes  sont  complets. 

Deux  systèmes  primaires  en  général. 

Egalité  des  biquotients  analogues.  —  80.  Nous  rappe- 
lons en  première  ligne  cette  propriété  fondamentale  : 

Lorsque  deux  systèmes  primaires  sotit  projectifs,  tout  biquo- 
tient  formé  avec  quatre  éléments  quelconques  de  l'un  est  égal  au 
biquotient  analogue  des  éléments  correspondants  de  l'autre 
(v.  62). 

81.  La  proposition  réciproque  est  également  vraie.  Soient 
en  effet  deux  systèmes  primaires  t.  i^.  Choisissez  arbitraire- 
ment dans  t  trois  éléments  a.  b,  C  et  dans  ti  trois  autres 
«lu  bi,  Cl  que  vous  regarderez  comme  les  éléments  correspon- 
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dants  respectifs  de  a.  b,  C  Prenez  ensuite  un  quatrième  élé- 
ment (l  et  déterminez  (Ij 


fi     c    \      (la 

0 0 0 0 0 

fil    Cl    Xi    (Il    ai 

de  manière  que  ce  dernier  ait  avec  a^  1)].  Ci  un  biquotient 
(ai  fil  Cl  (11)  égal  au  biquotient  analogue  (abcd)  de  l'autre 
système  (v.  79).  Puis  à  chaque  élément  x  de  t  faites  corres- 
pondre un  élément  Xi  tel  qu'un  biquotient  (a^  fi^  d^  xj  de  cet 
élément  et  de  trois  autres  a^  bi,  (li  déjà  fixés  soit  égal  au 
biquotient  analogue  (ab(lx).  Cela  fait,  il  est  toujours  possible 
de  placer  les  deux  systèmes  t,  ti  de  sorte  que  a,  b,  C,  (1 
soient  en  perspective  avec  au  bi,  C|,  (li,  puisque  ces  deux 
groupes  ont  un  même  biquotient  (v.  75).  11  en  sera  de  même 
pour  chaque  nouvelle  paire  x,  Xi,  car  elle  forme  avec  trois 
autres  paires  perspectives  a,  a^  b,  b|,  (1,  (l|,  deux  biquotients 
analogues  é^aux.  Ainsi  : 

Etant  donnés  arbitrairement  dans  deux  systèmes  primaires 
trois  couples  d'élêînents  correspondants  a,  a^  fi.  b|.  C,  Ci,  si  à 
chaque  élément  \  du  premier  système  on  fait  correspondre  dans 
le  second  un  élément  \,,  tel  ({u'un  biquotient  de  cet  élément  et  de 
trois  autres  déjà  fixés  soit  égal  au  biquotient  analogue  des  élé- 
ments correspondants,  les  deu.r  systèmes  primaires  seront  pro- 
jectifs. 

A  plus  forte  raison  : 

DeiLv  systèmes  primaires  dont  les  éléments  se  correspondent 
un  a  un,  sont  projectifs,   lorsque  tout  biquotient  de  quatre  élé- 
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viCTits  quelconques  de  l'un  est  égal  an  hiquotient  analogue  des 
éléments  correspondants  de  l'autre. 

82.   De  ce  dernier  lliéorénio  résulte  (jue  : 

Deux  systèmes  primaires  \,  ti  sont  projectifs  l'un  avec  l'autre, 
si  chacun  d'eux  est  projcctif  avec  un  troisième  (o. 

Dkter.mi.nation  de  deux  systèmes  projectifs.  —  83.  Deux 
systèmes  primaires  sont  complètement  déterminés  par  la  don- 
née de  trois  paires  d'éléments  correspondants  a,  fli,  î),  bi,  C,  Ci, 
et  par  conséquent  ils  sont  égaux,  si  l'on  peut  faire  coïncider 
trois  éléments  a,  ï),  c  de  l'un  avec  les  éléments  correspon- 
dants de  l'autre. 

En  effet,  il  existe  toujours  un  seul  et  unique  élément  \, 
qui  dans  l'un  des  systèmes  ti  puisse  correspondre  à  un  élé- 
ment quelconciue  \  donné  dans  l'autre,  vu  que  le  groupe 
a^  bi-  Cl  \i  doit  avoir  un  biquotient  égal  au  biquotient  ana- 
logue des  éléments  correspondants  a,  h,  C,  \. 

Situation  en  perspective.  —  84.  Deux  systèmes  pri- 
maires sont  perspectifs,  lorsqu'ils  sont  projectifs  et  quen  outre 
trois  paires  d'éléments  correspondants  sont  en  situation  de  pers- 
pective. 

Si  a,  h,  C  et  ai,  bi,  Ci,  sont  en  perspective,  il  en  sera  de 
même  d'une  quatrième  paire  quelconque  \.  Xi  puisque  les 
biquotients  analogues  de  ces  deux  groupes  de  quatre  éléments 
sont  égaux  (v.  63). 

Construction.  —  85.  Etant  donnés  deux  systèmes  pri- 
maires t,  ti  par  trois  couples  d'éléments  correspondants,  on 
peut  se  proposer  de  construire  l'élément  \i  qui  dans  ti  cor- 
respond à  un  certain  élément  \  de  t.  H  suffit  alors  de 
placer  les  deux  systèmes  de  manière  à  ce  que  trois  couples 
d'éléments  correspondants  soient  en  perspective;  celui  des 
éléments  de  ti  qui  se  trouve  alors  en  perspective  avec  x  sera 
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l'élément  cherché.  Au  reste,  il  y  a  encore  d'autres  procédés, 
dont  l'application  est  plus  facile  suivant  les  cas  (v.  79). 

Equation  entre  deux  systèmes  projectifs.  —  86.  Il  est 
possible  d'exprimer,  au  moyen  d'une  équation  du  premier 
degré,  la  relation  qui  existe  entre  deux  systèmes  primaires 
projectifs  t,  tj.  Soient  en  effet  a,  h,  C  trois  éléments  de  t;  si 
l'on  donne  dans  ti  les  trois  éléments  a^  bi,  Ci  qui  doivent 
leur  correspondre,  les  deux  systèmes  seront  déterminés,  et 
une  quatrième  paire  quelconque  x,  Xi  satisfera  nécessaire- 
ment à  la  condition 

(axcb)  =  (aiXiCib,) 

Or  le  biquolient  de  quatre  éléments  peut  s'écrire  sous  une 
forme  particulière,  si  l'on  rapporte  les  éléments  à  des  origines 


a 


fixes.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  système  t  est  une  li- 
gnée et  choisissons  comme  origine  un  point  fixe  k  de  cette 
lignée,  en  regardant  Tun  des  sens  de  la  droite  comme  positif 
et  l'autre  comme  négatif.   Mais 

(ax)  =  (ak)+(kx)  =  -(ka)-r(kx) 
(xb)  =  (xk)+(kb)  =  — (kx)+(kb) 

^tc (V.  3i>); 

Nous  en  concluons  que 

-  (!^    (^  -  —  (ka)-  (kx)    —  (ka-fikc) 
(axcb)  -   ^^jj^     ^^jj^      —  (kx)-(kb)  '  -,kc)^vkb) 


Les  distances  des  points  a,  b,  C,  X  ;i  l'origine  k,  c'est-à-dire 
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les  longueurs  (ka),  (kb),  (kc),  (kx),  étant  représentées  res- 
pectivement par  les  lettres  a,  h,  c,  x,  le  biquolient  (axcb) 
pourra  s'écrire 

— a-j-x       — a+c 
— x+b   ■    — c+b 

Si,  au  contraire,  le  système  t  est  un  faisceau,  nous  pren- 
drons pareillement  un  rayon  fixe  k,  à  partir  duquel  les  angles 
seront  mesurés.  Quel  que  soit  le  sens  regardé  comme  positif, 

(ax)  =  (ak)-l-(kx)  =  — (ka)-f  (k\) 
d'où 

Sin(ax)  =  — Sin(ka;.Cos(kx)4-Sin(kx).Cos(kaj 
Pour  la  même  raison 

Sin(xb)  =  — Sin(kx).Cos(kb)^-Sin,kb).Cos(kx) 
et  ainsi  des  autres. 

Donc  le  biquotient  (axcb)  ou 

Sin(ax)     .     Sin(ac) 


Sin(xb)  Sin(cb) 

est  égal  à 

— Sin(ka).Cos(kx)+Siri(kx).Cos(ka) 
— Sin(kx,)-Cos(kb)4-Sin(kb).Cos(kx)     ' 

— Sin(ka).Cos(kc)+Sin(kc).Cos(ka) 
— Sin(kc).Cosikb;-rSiii(kb).Cos(kc) 

et  par  conséquent  à 

— Tang(ka)+Tang(kx)        — Tang(ka)-rTang(kc) 


— Tang(kx)+Tang(kb)    '    — Tang(kcj+Tang(kb) 
Cette  dernière  expression  devient 
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—  a-j-x       — a-f-c 
— x+b  •    — c-fb 

si  l'on  admet  que  les  lettres  a,  b,  c,  x  représentent  ici  les 
tangentes  des  angles  formés  par  les  rayons  a,  b,  C,  X  avec  un 
rayon  fixe  k. 

Lorsque  le  système  t  est  une  feuillée,  le  même  raisonne- 
ment est  encore  applicable. 

Ainsi  quelle  que  soit  la  nature  du  système  primaire  a,  b,  C,  X, 
le  biquotient  (axcb)  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

— a+x  — a-fc 
— x-fb  ■  — c-j-b 
où  les  lettres  a,  b,  c,  x  représentent,  dans  le  cas  d'une  lignée, 
les  longueurs  des  segments  (ka),  (kb),  (kc),  (k\)  formés  par 
les  points  respectifs  a,  b,  C,  \  avec  un  point  iixe  k  de  la 
même  lignée  et,  dans  le  cas  du  faisceau  ou  de  la  feuillée,  les 
tangentes  des  angles  (ka),  (kbj,  (kc),  (k\)  formés  par  les 
éléments  respectifs  a,  b,  C,  \  avec  un  élément  fixe  k. 

87.  Revenons  aux  deux  systèmes  primaires  t,  ti  proposés. 
Prenons  dans  le  système  t  une  origine  k  et  représentons  par 
a,  b,  c,  x,  suivant  les  cas,  soit  les  longueurs  (ka),  (kb\...  soit 
les  tangentes  des  angles  (^ka),  (kb)...  Alors 

(axcb)  = 


— x-rb       — c-j-b 

En  fixant  do  même  dans  le  système  ti  une  origine  I,,  et  en 

représentant  par  a^.  b,,  c,,  x,    les    longueurs  (liai),  (libi), 

ou  les  tangentes  îles  angles  (l,a|\  (li  b|)...,  nous  aurons 

(a.x.c.b,)  =  ^1^  :    -^ 
— x,+b,        — Ci-rW 
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Mais  les  deux  systèmes  t,  t|  sont  projeclifs,  donc 

(axcb)  =  (aix,c,b,) 
et  par  suite 

^  ^       — x+b   ■     —  c+h  ~  — x,+b,  ■    — c,+b, 
Après  avoir  elTectué  ies  opérations  nécessaires  pour  ordon- 
ner  cette  expression  par   rapport  à  x  et  Xj,  nous  aurons  la 
relation  suivante  '''  : 

C2)  |a(bi-cO+b(c,-a,)+c(a,-b,)  |  x  x^ 

—  ^    aai  (bi— c,)+bb,(c,— a,)+cci(a^— b,)  i  x 
+  Jaai(b — c)-|-bbi(c— a)+cci(a — b)j   x, 

—  Jaa,(bc, — bic)+bb,(ca, — c,a)+cci(ab, — ajb)?  =  0 


(*)  L'équation  (2)  peut,  au  moyen  de  la  lliéorie  des  détermi- 
nants, se  déduire  de  la  précédente  (1),  pour  ainsi  dire  sans  aucun 
calcul.  En  elTet,  elle  doit  être  évidemment  du  premier  degré,  soit 
par  rapport  à  x,  soit  par  rapport  à  x^  :  elle  est  donc  de  la  forme 

m  mm 

oi!i  les  coefficients  —  ,  —  ,  —  sont  inconnus.  De  plus,   il  faut 
m  .     m       m 

qu'elle  soit  satisfaite,  quant  on  remplace  x,  Xj  par  les  trois  couples 
de  valeurs  a,  a^,  h,  b^,  c,  c^. 
Donc  on  a 

aaiH a+  -^  ^h  H =  0 

'm  mm 

bb,4-  — b-f  JLb-|-iL=o 

'm      'mm 

I         "  I         P  I         '1  A 

cCiH c-f  -i-  Ci+  -!-  =  0 

in  m  m 


(4) 
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que  nous  exprimerons  plus  brièvement  par 

(3)  mxxi+nx-f-pxi-fq  =  0 

où 

/  m  =  a(b,— Ci)+b(c,— a,4-c(ai— b,) 
n  =  — aai(bi — c^) — bb,(Ci — a,) — cci(ai — bi) 
p  =  aa,(b — c)-|-  bbi(c — a)4-cCi(a — b) 

[   q  = — aai(bci — b,c) — bbi(cai — c^a) — cCi(abi — ajb) 

88.  L'équation  générale  à  quatre  termes  (2)  est  ainsi  la  tra- 
duction algébrique  de  la  relation  qui  existe  entre  deux  systèmes 
primaires  projectifs;  on  en  peut  déduire  facilement  les  princi- 
pales propriétés  que  nous  avons  vues  jusqu'à  présent.  En  pre- 
mier lieu,  elle  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  systèmes, 
puisqu'elle  est  vérifiée  quand  on  remplace  a,  b,  c,  x  par 
a,,  h^,  Cl,  Xi  et  vice-versâ;  donc  les  deux  systèmes  jouent  le 
môme  nJle  l'un  vis-à-vis  de  l'autre.  Elle  est  également  symé- 
trique par  rapport  aux  différentes  paires  d'éléments  corres- 
pondants, car  elle  n'est  pas  modifiée,  si  l'on  permute  a,  aj 
avec  b,  b^  ou  avec  c,  c^.  De  ce  que  l'équation  est  du  premier 
degré  soit  en  x,  soit  en  x,,  on  en  conclut  qu'à  une  valeur 
donnée  x  correspond  toujours  une  seule  valeur  x,;  en  d'autres 


Si,  entre  les  quatre  dernières  équations,  on  élimine   les  quan- 
tiles  mconnues  —  ,  -i— ,  — !-  (lui  s  v  trouvent  au  premier  degré, 

m  m  m         '  ' 


mm       lu 
on  obtient  le  déterminant 


XXi 

aai 
biji 
ce, 


Telle  est  la  forme  élégante  sous  laqucMIe  on  peut  écrire  l'équa- 
lion  (2).  Les  coefficients  de  w^  x,  \i  et  le  tenue  connu  s'ob- 
tiennent sans  difficulté. 
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termes  à  un  élément  x  du  premier  système  correspond  tou- 
jours un  seul  élément  Xi  du  second  et  réciproquement.  Enfin 
il  est  clair  que  l'équation  est  complètement  déterminée,  lors- 
qu'on donne  les  valeurs  a,  a,,  b,  b,,  c,  c^  :  ce  qui  revient  à  dire 
que  deux  systèmes  projectifs  sont  déterminés  par  trois 
paires  d'éléments   correspondants. 

Si  les  deux  éléments  correspondants  c,  Ci  sont  pris  pour 
origines,  les  quantités  c,  C|  seront  nulles  et  l'équation  (2;  de- 
viendra 

(5)      (ab,— a,b)xx,— a,bj(a— b)x,  +ab(ni— bi)xi=  0 

89.  Réciproquement  lorsqu'entre  les  longueurs  des  segments 
(ou  les  tangentes  des  angles)  formés  par  les  éléments  correspon- 
dants X,  X4  de  deux  systèmes  primaires  t,  t,  avec  des  origines 
fixes  k,  li,  il  existe  une  relation  exprimée  par  une  équation  du 
premier  degré,  les  deux  systèmes  sont  projectifs. 

Soit 

mxxi4-nx+px,+q  =  0 

l'équation  donnée;   soient  en  outre  x,  x^,  a,   Hi,  b,  b,,  C,  Ci 

quatre  paires  quelconques  d'éléments  correspondants  et 
X,  Xj,  a,  a„  b,  b,,  c,  C|   les    longueurs   des   segments  ou  les 

tangentes  des  angles  (kx),  (I,  x,),  (ka),  (I,  ai) 

De  l'équation  ci-dessus  on  déduit 
__         nx+q 


ai 


mx+p 
__  na+q 
ma+p 
_         nb+q 

nc+q 
c,  = _- 

mc^-p 


et  par  suite 
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Les  Liquotierits  (axcb),  (aiX^db))  peuvent  s'écrire 

— a-rx       — a+c 

— x+b  ■    — ci-b 

— a^+x,      — a,-t-Ci 


— x^+bi  "   — Cj+b, 

Or,  si  l'on  substitue  dans  celte  dernière  expression  à  la 
place  de  x^,  a^  b^,  c^  les  valeurs  ci-dessus,  on  trouve  que  les 
deux  biquotients  sont  égaux.  Donc  les  deux  systèmes  t  ti 
sont  projectifs. 

90.  L'étroite  parenté  que  nous  venons  d'établir  entre  la 
relation  de  deux  systèmes  primaires  projectifs  etVéqualion 
du  premier  degré  est  très-importante  au  point  de  vue  des 
applications.  Un  simple  coup  d'œil  suffit  quelquefois  pour 
montrer  que  deux  systèmes  primaires  t,  ti  sont  projectifs. 
En  effet,  si  nous  désignons  par  x,  x,,  les  longueurs  des 
segments  (éventuellement  les  tangentes  des  angles)  formés 
par  les  éléments  correspondants  x,  x^  avec  des  origines 
fixes  k,  Ij,  il  est  clair  qu'à  une  valeur  donnée  x  correspondra 
toujours  une  seule  valeur  x^  et  vice-versâ,  quand  les  élé- 
ments des  deux  systèmes  t,  t^  se  correspondent  un  à  un. 
Or  cette  relation  traduite  en  algèbre  amène  entre  x  et  Xj  une 
équation  du  premier  degré  par  rapport  à  Tune  quelconque 
de  ces  quantités,  toutes  les  fois  qu'il  ne  sagit  point  d'une 
question  de  nature  transcendante.  Nous  en  concluons  que 
les  deux  systèmes  t,  t^  doivent  être  alors  projectifs.  Ainsi 

Deux  systèmes  primaires  complets  dont  tous  les  éléments  se 
correspondent  un  à  un  sont  projectifs,  quand  il  n'y  a  pas  entre 
eux  une  relation  de  nature  transcendante. 

Si  l'on  a  reconnu  que  les  éléments  de  deux  systèmes  se 
corresi)ondent  un  à  un,  on  peut  généralement  admettre  qu'ils 
sont  projectifs.  Il  suffit  donc  de  construire  trois  paires  d'élé- 
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ments  corrosponilanls;  la  con>truclion  d'une  qualriùme  paire 
se  fera  dès  lors  sans  aucune  dilliculté.  Les  exemples  suivants 
et  qui  n'ont  rien  de  transcendant,  montreront  les  précieux 
avantages  de  cette  méthode  féconde. 

Applications.  — 91.  On  donne  dans  un  plan  deux  droites 
fixes  t,  t^  et  un  angle  qui  tourne  autour  de  son  sommet  T. 
Dans  la  position  (xx^)  de  l'angle,  le  premier  côté  x  coupe 
la  droite  t  en  un  point  X,  tandis  que  le  second  x^  rencontre 
/j  en  X^. 


Si  la  droite  x  tourne  jusqu'à  ce  quN^lle  reprenne  sa  posi- 
tion initiale,  elle  décrira  tous  les  points  de  t;  pendant  ce 
temps,  x^  parcourra  également  tous  les  points  de  t^.  Nous 
obtenons  ainsi  deux  lignées  l,  t^  et  nous  remarquerons  de 
suite  qu'à  un  point  quelconque  X  de  l'une  d'entre  elles  cor- 
respond un  seul  point  X^^  de  l'autre.  Nous  en  concluons  que 
les  deux  lignées  t,  t^  sont  projectives,  ce  qu'il  est  du  reste 
facile  de  vérifier. 

Soient  en  effet  A,  B,  G,  X  quatre  points  quelconques  sur  t, 
let  Al,  Bi,  Cl,  Xi  les  points  simultanés  ou  correspondants  sur 
fj.  Les  angles  ATÂ^,  BTB^  sont  égaux  en  vertu  de  l'hypothèse; 
donc,  si  on  les  retranche  chacun  de  l'angle  ATBj,  les  restes 
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AjTBj ,  ATB  seront  égaux.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres 
angles  correspondants  A^TX^ ,  ATX,  etc.  En  conséquence, 
tout  biquotient  du  faisceau  des  quatre  rayons  TA^,  TBj,  TC^ , 
TXj  est  égal  au  biquotient  analogue  du  faisceau  TA,  TB, 
TC,  TX  et  par  suite  tout  biquotient  des  quatre  points  Ai,  Bj, 
Cl,  Xj  est  égal  au  biquotient  formé  d'une  manière  semblable 
avec  A,  B,  G,  X  (v.  55);  donc  les  deux  lignées  t.  t^  sont 
projectives  (v.  81). 

Trois  paires  de  points  A,  A^,  B,  B^,  G,  G^  étant  construites 
avec  la  règle  et  le  compas,  toutes  les  autres  paires  pourront 
s'obtenir  avec  la  règle  seule.  Si  l'on  donne,  par  exemple,  le 
point  X,  on  trouvera  le  point  X^  d'après  l'un  des  procédés 
que  nous  avons  vus  (v.  78). 

92.  On  donne  dans  un  plan  un  point  T  et  deux  droites 
t,  t^  fixes.  Un  segment  (FX)  d'une  longueur  constante  se 
meut  sur  une  droite  t.  Dans  chaque  position  on  mène  par 
T  et  par  l'extrémité  F  une  droite  TF  qui  coupera  t^  en  un 
point  Xj. 


0  T 


Xi 


h 


A  chaque  point  X  de  t  correspond  ainsi  un  seul  point  Xi 
sur  t^  et  vice-versà.  Donc  les  deux  lignées  sont  projectives. 
Si  l'on  glisse  toute  la  lignée  t  sur  elle-même  jusqu'à  ce  que  le 
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point  X    vienne  là  où  se    trouvait  F,    les     deux     lignées 
seront   en  perspective. 

93.  Dans  un  plan  sont  donnés  deux  points  jQxes  T,  T^, 
une  droite  variable  x  passant  par  T,  et  une  perpendiculaire 
x^  abaissée  du  point  T^^  sur  cliafjue  droite  x. 


m     0 


Ti 


A  chaque  rayon  du  faisceau  T  correspond  une  seule  droite 
par  Tj  et  vice-versâ.  Donc  les  deux  faisceaux  T,  Ti  sont 
projectifs;  on  peut  s'en  convaincre  par  l'examen  des  biquo- 
tients  analogues. 

94.  On  donne  dans  un  plan  un  point  T  et  deux  droites 
fixes  t,  t^.  On  mène  par  T  une  droite  variable  x  qui  coupe  t 
en  un  point  X,  et  de  ce  dernier  on  abaisse  chaque  fois  sur  t^ 
une  perpendiculaire,  qui  rencontre  t^  en  X^. 

A  chaque  rayon  x.d\i  faisceau  T  correspond  un  seul  point 
Xj  sur  t^  ;  et  réciproquement  à  chaque  point  X^  de  la  lignée 
t^  correspond  une  seule  droite  par  T.  Donc  le  faisceau  T  et 
la  lignée  t^  sont  projectifs. 

95.  On  donne  un  point  T  et  une  droite  t.  Par  cette 
dernière  on  mène  un  plan  variable  X,  sur  lequel  on 
abaisse  chaque  fois  du  point  T  une  perpendiculaire  x. 

A  chaque  plan  A^  de  la  feuillée   t  correspond  une  seule 
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droite  x  par  T;  et  réciproquement  à  chaque  rayon  x  du 
faisceau  T  correspond  un  seul  pian  X  passant  par  t.  Donc  la 
feuillée  t    et  le  faisceau  T  sont  projectifs. 

Deux  lignées  projectiver    en  général. 

Génération  de  dt^ux  lic.néks  pHOJtcnvKs.  —  06.  D'après 
la  définition  que  nous  en  avons  donnée,  deux  lignées  sont 
projectives,  lorsqu'elles  peuvent  être  placées  en  perspective. 
Examinons  comment  dans  cette  situation  les  différents  points 
se  comportent  entre  eux,  et  recherchons  s'il  n'y  en  a  pas 
qui  jouissent  d'une  particularité  remarquable. 

La  projection  des  points  d"une  lignée  t  depuis  un  centre  S 


J.  X, 


sur  un  plan  ou  sur  une  autre  droite  située  dans  le  plan 
projetant,  engendre  une  nouvelle  lignée  f,  qui  est  projeclive 
avec  t.  Le  rayon  (pii  passe  par  un  point  A  de  /  détermine 
sur  t^  le  point  correspondant  A^  ;  et  réciproquement  le  rayon 
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mené  par  le  point  Aj  délermiiio  sur  t  le  point  corres[)ond;int 
A.  Les  lieux  points  A,  Aj  jouent  donc  le  même  rôle  l'un  à 
l'égard  de  l'autre. 

L'intersection  C  des  deux  droites  /,  /^  est  en  même  temps 
sa  projection  C^.  Ce  point  est  cpielquefois  nommé  le  point 
commun  des  deux  lignées. 

Le  point  inlini  de  t  sera  généralement  désigné  par  \.  Le 
rayon  projetant  du  point  1  est  d'après  notre  convention  (v.  3) 
une  parallèle  à  /.  L'intersection  Ij  de  cette  parallèle  avec  t^ 
est  donc  le  point  correspondant  de  L  Lorsque  le  rayon  pro- 
jetant parcourt  successivement  tous  les  points  de  t  de  ma- 
nière à  tendre  de  plus  en  plus  vers  le  point  infini  I,  son  in- 
tersection avec  /^  s'approche  en  même  temps  de  plus  en  plus 
d'une  position  limite  Ij.De  même  si  l'on  désigne,  comme  nous 
le  ferons  communément,  par  J^^  le  point  infini  de  t^^  on  obtient 
sur  t  et  sur  le  rayon  parallèle  à  t^  un  point  J,  qui  sera  le 
correspondant  de  J^.  Ces  quatre  points  I,  I^,  J,  J^  jouissent  de 
propriétés  importantes  et  seront  appelés  dans  la  suite  les 
points  limites  des  deux  lignées. 

Supposons  qu'un  rayon  décrive  en  partant  de  SJ  l'angle 
intérieur  JSI^^  du  parallélogramme  JSIiG,  puis  continue  sa 
marche  pour  revenir  à  sa  position  initiale;  il  parcourra  simul- 
tanément d'abord  les  parties  JACBI  et  JjAiCjBJi  ensuite 
IXJ  et  IiXiJj.  11  y  a  donc  dans  les  deux  lignées  quatre 
branches,  que  séparent  les  points  limites  et  qui  se  corres- 
pondent une  à  une.  Par  conséquent,  si  un  point  B  est  situé 
sur  la  branche  JA,  c'est-à-dire  du  même  côté  que  A  par  rap- 
port au  point  limite  J,  le  point  correspondant  Bi  sera  pareil- 
lement sur  la  branche  correspondante  IiA^,  ou  si  l'on  veut  da 
même  côté  que  Ai  par  rapport  à  li. 
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Cas  particuliers.  Le  centre  de  projection  S  peut  être  à  fin- 
fini.  Dans  ce  cas  deux  segments  projectifs  quelconques  (AB), 


C  A 


^  X 


(AiBi)  sont  dans  un  rapport  constant;  de  plus  le  rayon  SI, 
qui  joint  le  centre  avec  le  point  infini  de  t,  a  deux  points  S,  I 
à  l'infini,  et  par  suite  il  se  confond  avec  la  droite  infinie  du 
plan  :  en  conséquence,  le  point  correspondant  Ii  est  pareille- 
ment  à   l'infini.   Nous  en  pouvons  dire  autant  lorsque    les 


B,    C,    A,        X,  I 


li^'nées  t,  t^  sont  parallèles.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  seg- 
ments projectifs  sont  proportionnels,  les  deux  points  I,  J^ 
se   correspondent   et   par   conséquent  les   points   limites   se 
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trouvent  tous  à  l'infini.  C'est  là  ce  qu'on  appelle  des  lignées 
semblables. 

Si  le  centre  S  est   à  rinfini  et  si,  de  plus,  les  droites  t,  t 


CT)  s 


G/D 

t 

B 

C 

;A 

X 

I  J 

C/D 

tl 

Bx 

Cl 

Ax 

Xx 

Ix'i 

sont  parallèles,  non  seulement  les  points  infinis  se  correspon- 
dent, et  les  segments  projectifs  sont  proportionnels  comme  ci- 
dessus,  mais  encore  il  y  a  égalité  entre  ces  segments.  On  dit 
alors  que  les  lignées  sont  égales. 

Nous  faisons  maintenant  abstraction  de  la  situation  en 
perspective  et  admettons  que  l'on  puisse  déplacer  les  deux 
droites  t,  t^  sans  rien  changer  à  la  position  relative  des  points 
d'une  même  droite,  ni  à  la  correspondance  entre  les  points 
des  deux  lignées. 

Détermination  de  deux  lignées  projectives.  —  97.  Deux 
lignées  projectives  t,  h  sont  complètement  déterminées, 
quand  on  donne  trois  couples  de  points  correspondants 
A,  Aj,  B,  Bx,  C,  Cx  (v.  83).  Il  suffit,  par  conséquent,  de  con- 
naître une  paire  A,  Ax  et  les  points  limites  J,  Ix,  parce  qu'alors, 
en  tenant  compte  des  points  infinis  I,  Jx,  on  possède  trois 
paires.  On  construit  facilement  avec  la  règle  le  point  X^  qui 
dans  une  lignée   correspond   à  un  point  X  de  l'autre  (v.  78). 
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Relations  entre  les  rapports  de  slmple  section.  — 
98.  Soient  deux  lignées  projectives  t,  h  déterminées  par  trois 
paires  de  points  correspondants  A,  Ai,  B,  Bi,  C,  Cj.  Une  qua- 
trième paire  X,  Xi  doit  satisfaire  à  la  condition 

(AXGB)=(AaXiCiBJ 


donc  on  a 

(6) 
d'où 

(AX) 
(XB)    • 

(AC) 
(CB) 

(XiBO   • 

(A,C,) 
(CiBi) 

m 

(AX)  ^ 

(A,XO 

_    (AC) 

.    (AiQ) 

(XBj        (XiB.)  (CB)        (CiBj 

Si  l'on  remplace  X  par  .1  et  si  Ton  observe  que 

(J,B,) 
parce  que  le  point  de  division  Ji  est  à  l'infini,  on  obtient 

(AC)   .    (AiCi) (AJ) 

^  (CB)   '    (CiBi)  (JB) 

Des  équations  (7)  et  (8)  résulte  le  théorème  : 

Dans  deux  lignées  projectives  le  quotient  de  deux  rapports 

,      .     ,  .  .     ,     (AX)       (AjX,) 

de  simple  section  correspondants  ,  -^J a   une    va- 

^  ^  (XB)       (X,B,) 

leur    constante,  lors  même  que  les  points  de  division  X.  Xi 

varient;  et  cette   valeur    constante    est    égale    au  rapport  de 

.      ,        ,.           (AJ) 
Simple  section  — . 

^  (JB) 

99.  Si  les  points  infinis  se  correspondent,   c'est-à-dire  si 

(Ki) 
J  est  ;i  l'infini,  le  rapport  - — -  est  éijal  à  —  l.  et  par  oon- 

(JB) 

séquent  on  a 
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(Xlij 

(X.^j 

(AX) 

(XB) 

71 

rv  Y\  M   Y  ^ 

""      "•'>  (A,X,)        (X,li., 

Lorsque  dans  deux  li(jnées  projectives  les  points  infinis  se 
correspondent,  il  s'en  suit  que  les  segments  projectifs  sont  pro- 
portionnels ;  les  lignt'es  sont  alors  semblables.  Si  de  plus  deux 
segments  projectifs  sont  égaux,  il  en  est  de  même  pour  tous  les 
autres,  et  les  lignées  sont  égales. 

Distances  di:s  points  correspondants  aux  points  limites. 
—  100.  Les  quatre  points  A,  J,  I,  X  et  leurs  correspondants 


\        Il  X, 

satisfont  à  l'équation 

OU)  .  (Aij_  ^  (_V^     (Ml 
(JXj  ■  (IX)     (j,xj  •  (i,xo 

mais  chacun  des  rapports    - —  .  l_ili_   p^|    ActoI    ô  j 

;*^  (IX)'   (JiXJ   ^  ^   ^^^'^   ^         '' 

donc  on  a 

(AJ)  _  {\\) 

(JX)        (A,I,) 
d'où 

(11)  (XJ)  (X,l,)  =  (AJ)(AJJ 

Donc,  en  regardant  A,  Aj  J,  I^  comme  fixes  et  X,  Xi  comme 
variables,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant: 
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Dans  deux  lignées  projectives  le  produit  des  distances  (Xi), 
(OCJjj  de  deux  points  correspondants  variables  X,  X^  aux 
points  limites  respectifs  },\  a  une  valeur  constante. 

101.  Réciproquement,  lorsque  dans  deux  lignées  dont 
les  points  se  correspondent  un  à  un,  le  produit  des  distances 
de  deux  points  correspondants  quelconques  X,  Xi  à  deux  points 
fixes  J,  \  situées  sur  ces  lignées  a  une  valeur  constante  et  de 
même  signe  les  deux  lignées  sont  projectives. 

Soient  A,  Ai  deux  points  correspondants  ;  on  aura,  en  vertu 
de  l'hypothèse 

(XJ)  {\\)  =  (AJ)  (AJ,) 

Les  points  J,  I^  regardés  comme  points  limites  et  A,  A^ 
comme  correspondants  déterminent  deux  liptnées  projectives 
(v.  97);  appelons  Xj  le  point  projectif  de  X.  Daprès  le  théo- 
rème précédent,  il  faut  que 

(XJ)(XJ,)  =  (AJ)(AJO, 
donc  (XJ)(X2li)  =  (XJ)(XJ,) 

Cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Xj  coïncide  avec 
X^,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

102.  Il  en  résulte  qu'étant  donnés  deux  points  correspon- 
dants A,  A^  dans  deux  lignées  projectives  t.  t^,  si  l'on  prend 
de  l'autre  côté  des  points  limites  J,  1^  deux  points  X,  Xj  si- 
tués à  des  distances  égales  en  valeur  absolue  à  celles  de 
A,  Ap  les  points  X,  X^  seront  correspondants,  car  ils  satisfe- 
ront à  la  condition 

(XJ)(XJJ  =  iAJ)(A,lJ 

Donc 

Dans  deux  lignées  projectives  il  y  a  s  g  m  et  rie  par  rapport 
aux  points  limites  J,  Ii.  En  d'autres  termes,  si  Ton  tourne 
autour  du  point  limite  J  lune  des  branches  de  /  de  manière  à 
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ce  qu'elle  tombe  sur  l'autre  et  si  l'on  fait  la  même  chose 
pour  t^,  deux  points  quelconques  qui  coïncideront  dans  t  au- 
ront pour  correspondants  deux  points  qui  coïncideront  égale- 
ment. 

CaractéristiquI':  D!:s  lk.nkks  projixtivks.  —  103.  Le 
produit  constant  (XJ)(XiIi)  des  distances  de  deux  points  cor- 
respondants aux  points  limites  J,  I^  sert  à  déterminer  numéri- 
quement deux  lignées  projectives,  abstraction  faite  de  leur 
position  dans  l'espace.  En  effet,  si  ce  produit  est  le  même 
pour  /,  ?,  et  pour  s,  s^,  la  première  lignée  t  étant  superposée 
sur  s  et  la  seconde  t^  sur  s^  de  manière  à  ce  que  les  points 
limites  coïncident,  il  faudra,  en  vertu  de  l'hypothèse,  que 
deux  points  quelconques  superposés  de  t  et  s  aient  pour 
correspondants  deux  points  superposés  de  h  et  s^. 

Si  les  points  infinis  se  correspondent  le  produit  (XJ)(XiIi) 
est  alors  infini  et  ne  peut  pas  en  conséquence  servir  de  ca- 
ractéristique. Les  lignées,  étant  alors  semblables,  sont  déter- 

(AX) 
minées  par  la  valeur  du  rapport  constant    -^— - —    des    seg- 

(AiXj) 

ments  projectifs  (v.  99). 

Points  des  segments  nuls.  —  104.  Généralement  dans 
les  lignées  non  semblables,  les  distances  de  deux  points  cor- 
respondants aux  points  limites  J,Ii  sont  différentes.  Toutefois 
pour  deux  paires  de  points  ces  distances  sont  égales  entre 
elles.  La  construction  de  ces  points  peut  s'efïectuer  comme 
suit  : 

Superposez  les  deux  lignées  l'une  sur  l'autre  de  manière  à 
ce  que  I^^  coïncide  avec  J  et  que  A^  tombe  du  côté  de  A  en  Aj; 
construisez  un  cercle  sur  le  segment  des  points  extérieurs  A,  J 
comme  diamètre,  puis  menez  une  perpendiculaire  à  la  droite 
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AJ  par  le  troisième  point  A^.  La  (li>tai)ce  du  point  J  à  Tinter- 
section  G2  <Je  la  perpendiculaire  avec  le  cercle  est  la  distance 


cherchée  :  en  la  portaiit  sur  les  deux  lignées  de  part  et 
d'autre  des  points  limites,  on  obtiendra  de  la  sorte  quatre 
points.  Nous  désignerons  généralement  par  G  et  Gj  les  deux 
points  situés  sur  deux  branches  correspondantes  et  par  H  et 
Hi  les  deux  autres. 

11  est  évident  que  G  et  Gi  sont  projectifs;  car,  d'après  un 
théorème  de  géométrie  élémentaire,  la  corde  (G^J)  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  diamètre  (AJ)  et  sa  projection  (AjJ) 
sur  le  diamètre;  en  d'autres  termes  on  a- 

(G2J)(G,J)  =  (AJ)(A,J) 
donc 

(G.I)  (GJO  =  (AJ)uU) 

On  en  conclut  que  G  et  G,  sont  correspondants  (^v.  101); 
de  même  pour  H  et  IIj. 

Ces  points  G,  H,  Gi,  Hj  jouissent  de  plusieurs  propriétés 
remarquables  et  reçoivent  pour  une  raison  que  nous  allons 
bientôt  voir,  le  nom  de  points  des  segments  nuls. 

Si:c.mi:nts  projkctiks  kgaux.  —  105.  Soient  deux  lignées 
t,  ti  déterminées  par  les  points  A,  J,  Aj,  Ij.  L'équation  {\  1) 


COMPLF.TS 


75 


donne  la  proportion  :  (A.l)  :  (IjX,)  =  (X.I)  :  (liAi);  or  la  dif- 
férence des  antécédents  est  à  la  différence   des  conséquents 
comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent  : 
(AJ)-(XJ)  :  (I.XO-(I.A,)  =  (AJ)  :    (h^,)  =  (XJ)  :    (l.A,) 
ou 

(AJ)+(JX)  :  (A,I,)+(I,X,)  =  (AJ)  :  (I,X,)  =  (XJ)  :  (I.A,) 
donc 

(12)     (AX)  :  (A:X,)  =  (AJ)  :  (I.X,)  =  (XJ)  :  (l,A,) 

En  conséquence,  si  l'on  prend  sur  t  un  point  X  tel  que 
(XJ)  soit  égal  à  p  fois  (I,A,),  le  segment  (AX)  sera  pareille- 
ment égal  à  p  fois  sa  projection  (A,Xi).  Nous  pourrons  donc 
résoudre  le  [)roblènie  suivant  : 

Etant  données  deux  lignées  projectices  t,  t^  et  une  paire 
de  points  correspondants  A,  Ai,  trouver  un  point  X  tel  que 
le  segment  (AX)  soit  égal  à  sa  projection  (AiX,). 

Il  suffit  de  porter  sur  t  du  même  côté  que  A  par  rapport  à 
J  une  longueur  (XJ)  égale  à  (liA,).  Ou   peut,  sans  employer 


X 


—  0- 


Xi  A,        \,         Cl  B, 

l'un  des  procédés  vus  plus  haut  (v.  78),  construire  le  point  X^. 
En  effet,  la  proportion  (12)  montre  que  (AJ)  =  (li  X^)  si 
(AX)  =  (A,X,).  On  portera  donc  pareillement  sur  ti  du  côté 
de  Al  une  longueur  (I|X,)  égale  à  (AJ).  Les  deux  points  ob- 
tenus X,  Xi  sont  correspondants,  puisqu'ils  satisfont  à  la 
condition  (XJ)(XiI,)  =  (AJ)(AiIi),  et  de  plus  les  segments 
projeclifs  (AX),  (AjX])  sont  égaux. 
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Si  l'on  prend  sur  l'autre  branche  de  t  une  longueur  (BJ) 
égale  à  (Ail,)  et  sur  l'autre  branche  de  f,  une  longueur  (B,I,) 
égale  à  (AJ),  on  obtiendra  une  nouvelle  paire  de  points  corres- 
pondants, puisque  (BJ)  (B,J,)  =  (AJ)  (A,I,);  en  outre 
(AB)=(AiBi).  Il  y  aurait  donc  une  seconde  paire  de  points 
B,  Bi  formant  avec  la  paire  donnée  A,  A,  des  segments  égaux; 
mais  nous  remarquerons  que  si,  dans  la  position  de  perspec- 
tive, le  rayon  projetant  parcourt  la  partie  (AB).  il  parcourt 
simultanément  non  pas  (AB),  mais  toute  la  droite  f,  hormis 
ce  segment.  De  pareils  segments  dont  les  extrémités  seules 
sont  projectives  et  qui  comprennent  les  points  limites  peuvent 
être  appelés  segments  négatkement  projeclifs. 

Nous  concluons  de  ce  qui  précède  la  propriété  suivante  : 

Lorsque  dans  deux  lignées  projectives  on  donne  une  paire 
de  points  correspondants  A,  Aj,  et  que  les  points  limites  ne 
sont  pas  à  l' infini,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  une 
seconde  paire  X,  Xi  telle  que  les  segments  (AX),  (AiX^)  soient 
projeclifs  et  égaux  ;  il  est  encore  possible  de  déterminer  une 
troisième  paire  B,  B,  telle  que  les  segments  (AB),  (A,Bi)  soient 
égaux,  mais  négativement  projectifs. 

Yu  la  symétrie  dans  la  correspondance  des  deux  branches 
de  t  avec  les  deux  branches  de  t^.  il  est  clair  que.  si  Ton  fait 
du  côté  de  B  la  longueur  (CJ)  =  (AJ)  et  du  côté  de  B,  la 
longueur  (0,1^)  =  (A,Ji),  les  points  C  et  C,  seront  correspon- 
dants, et  de  plus  (BC)  =  (B^C,).  Donc  on  a  des  deux  côtés  des 
points  limites  deux  segments  (AX),  (BC)  égaux  entre  eux  et 
à  leurs  projections.  Remarquons  encore  qu'on  obtient  aussi 
deux  segments  (GX),  (C,Xi)  égaux  à  (AB)  et  (A,B,),  mais 
négativement  projectifs  comme  ces  derniers. 

100.   Si  Ton  cherche  quelle  est  la  seconde  paire  de  points 
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qui  avec  G,  G,  (v.  101)  terminent  des  segments  projectifs 
égaux,  on  trouve  les  mêmes  points  G,  Gji  les  segments,  dans 
ce  cas,  sont  nuls.  11  en  est  de  même  pour  la  paire  H,  Hj. 
Voilà  pourquoi  ces  points  ont  été  nommés  points  des  seg- 
ments nuls.  En  revanche,  les  deux  points  qui  avec  J,  J,  for- 
ment des  segments  projectifs  égaux  se  trouvent  être  les  points 
infinis. 

Les  extrémités  non  correspondantes  Aj,.  X  de  deux  seg- 
ments projectifs  égaux  satisfont  à  la  condition  (XJ)  =  (IiA^); 
donc  le  produit  (AJ)(XJ)  est  égal  au  produit  constant(AJ)(A,I,) 
ou  à  (GJ)(GJ).  Donc  les  deux  extrémités  A,  X  doivent  être 
situées  de  part  et  d'autre  du  point  G  des  segments  nuls  qui 
se  trouve  sur  la  même  branche. 

Une  relation  analogue  existe  entre  les  extrémités  A,  B  d'un 
segment  qui  est  égal  à  sa  projection  négative  (AJ^i).  Si  (AJ) 
est  moindre  que  (GJ),  en  revanche  (BJ)  sera  plus  grand  que 
(GJ).  . 

107.  Pour  terminer  ce  sujet,  nous  nous  proposons  de  ré- 
soudre le  problème  : 

Etant  données  deux  lignées  projectives  t,  t^,  trouver  deux 
points  tels  que  le  segment  compris  entre  ces  points,  ainsi  que 
sa  projection  soient  égaux  l'un  et  l'autre  à  une  longueur  l. 

Tracez  un  cercle   qui  soit  frangent  à  l'un  des  points  des 


A.        fi    X, 


J, 


c 


B, 


X 


G     A 


B 


C 
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segments  nuls  G,  et  dont  le  diamètre  soit  égal  à  /.  Menez  une 
droite  par  J  et  le  centre,  elle  coupera  la  circonférence  en 
deux  i)oints  X2,  A2.  Si  vous  prenez  sur  t  d'un  même  côté  de 
J  les  longueurs  (JA)  et  (JX)  égales  àfJA.^)  et  (JX2),  les  points 
A,  X  seront  les  points  cherchés.  En  elïet,  (AJ)(XJ)^(iiJ;('GJ) 
donc  A,  X  sont  les  extrémités  d'un  segment  qui  est  égal  à  sa 
projection.  De  plus  (AX)  =  (A2X2)=  /.  Ou  peut  aussi  porter 
les  longueurs  (JA2),  {i\)  sur  l'autre  branche,  ce  qui  donne 
une  seconde  réponse. 

Axe  projegtif.  —  108.  Soient  t,  r,  deux  liguées  projec- 
tives  situées  dans  un  même  plan.  Joignons  par  des  droites  le 
point  Al  avec  les  points  A,  B,  G,  X  puis  le  point  A  avec  les 
correspondants  A^,  Bi,  G^,  X^.  Les  faisceaux  A^A,  A^B,  A, G, 
AjX  et  AAj,  ABi,  AGi,  AX,  composés  chacun  de  quatre  rayons 


ont  respectivement  les  mêmes  biquotients  que  les  lignées  A, 
B,  G,  X  et  A,,  Bi,  Ci,  X,,  avec  lesquelles  ils  sont  en  perspec- 
tive; donc  ils  ont  des  biquotients  égaux.  De  plus  deux  rayons 
correspondants  A^A,  AA,  coïncident.  Si  donc  on  appelle  s  la 
droite  menée  par  l'intersection  de  AB,  avec  A^B  et  par  celle 
de  AiG  avec  AGj,  il  faudra  que  A,X  et  AXj  se  coupent  sur 
cette'droite  s  (v.  67). 

Soient  0  et  P,  les  points  qui  dans  les  deux  lignées  t,  /,  sont 
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sn|»(3rpos6s.  Puis(|iic  A,0  et  A0|  se  coupent  sur  s,  il  faut  que 
AO,  passe  par  l'intersection  de  A|0  avec  s;  il  en  résulte  que 
celle  intersection  est  elle-mC'me  le  point  0,.  Pour  une  raison 
analogue,  l'intersection  <le  s  avec  AO  détermine  le  point  V. 
Ainsi  *•  rencontre  les  deux,  lii^nées  dans  les  points  qui  cor- 
respondent à  leur  intersection. 

Cela  posé,  on  voit  que  si  l'on  projette  de  deux  autres 
points  correspondants  quelconques  G,  Cj  les  deux  lignées  t,  ;^, 
on  obtiendra  deux  faisceaux  en  situation  de  perspective;  et 
pour  la  même  raison  que  ci-dessus,  l'axe  de  perspective 
devra  passer  par  les  points  fixes  0^,  P;  c'est  donc  encore  la 
même  droite  s.  Ainsi  lorsque  deux  lignées  sont  projectives  et 
situées  dans  un  plan,  les  intersections  de  deux  droites  comme 
A,B,  A13,,  ou  C^X,  GX,,  etc.,  se  trouvent  sur  une  droite  fixe  s, 
que  nous  appelons  l'axe  projcctif  da  deux  lignées. 

II  en  résulte  que,  si  l'on  donne  trois  paires  de  points  A,  A^, 
B,  Bj,  G,  Ci  de  deux  lignées  projectives,  on  peut  facilement 
construire  le  point  X  de  l'une  correspondant  à  un  point  quel- 
conque X,  de  lautre.  On  détermine  d'abord  deux  des  inter- 
sections de  ABi  avec  A,B.  de  AG,  avec  AjG  et  de  BG,  avec 
B,G.  On  mène  par  ces  intersections  la  droite  s  ;  ensuite  on 
joint  le  point  donné  X,  avec  un  point  quelconque  G  de 
l'autre  lignée,  pourvu  qu'on  en  connaisse  déjà  le  correspon- 
dant. La  droite  menée  par  l'intersection  de  X,G  avec  5  et  par 
le  point  correspondant  Gi  doit  nécessairement  couper  t  au 
point  cherché  X. 

On  peut  par  le  même  lu^océdé  construire  les  deux  jjoints 
J,  I,,  qui  correspondent  aux  infinis.  Or,  d'après  la  propriété 
précédente,  l'inlerseclion  des  deux  droites  I^J  et  IJ^  doit  être 
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sur  s;  mais,  puisque  IJ^  a  deux  points  l  et  J^  à  l'infini,  elle  est 
la  droite  infinie  du  plan;  donc  IjJ  ne  saurait  la  rencontrer 
qu'à  l'infini  ;  l'intersection  des  trois  droites  Ij.l,  Uj,  s  étant  à 
l'infini,  il  s'en  suit  que  s  est  parallèle  à  IiJ.  Donc  : 

Lorsque  deux  lignées  sont  projectives  et  situées  dans  un 
même  plan,  l'intersection  des  deux  droites  AB^,  A^B,  qui  vont 
de  deux  points  quelconques  de  la  première  lignée  aux  points 
correspondants,  pris  incer sèment,  est  toujours  sur  une  droite 
fixe  s,  qui  est  parallèle  à  la  droite  I,J  mewee  parles  points  li- 
mites et  rencontre  les  deux  lignées  dans  les  points  Oi.P  cor- 
respondants à  leur  intersection  (0  ou  PJ. 

109.  Si  l'on  désigne  par  (AB^  AjB)  le  point  commun  aux 
deux  droites  AB,  et  AjB,  on  pourra,  en  employant  cette  no- 
tation, énoncer  le  corollaire  suivant  : 

Etant  données  dans  un  même  plan  deux  lignées  de  trois 
points  chacune  A,  B,  C,  Aj,  Bi,  G,,  les  trois  points  (ABj,  AjB), 

(BCi,  BjC),  (CA,,  CiA)  sont  sur  une  droite  s. 

Projections  de  deux  lignées  sur  un  cercle.  —  110. 
Soient  dans  un  plan  deux  lignées  projectives  t,  r,  et  deux 
points  T,  Ti  sur  la  circonférence  d'un  cercle.  De  T  projetez 
sur  la  circonférence  la  lignée  A,  B,  G,  X...,  en  a,  b,  c,  x..., 
et  de  ïj  les  points  A,,  Bj,  Cj,  X^...  en  aj.  b,,  c,,  x,...  Vu 
l'égalité  des  angles  correspondants,  le  biquotient  a(a,b,CiX,) 
est  égal  à  Ti(aibiCiX,)*  et  par  conséquent  à  (A,B,G|X,); 
de  même  a,(abcx)=(ABCX);  et  comme  (ABCX)=(A,B,G,X,), 
il  en  résulte  que  a(a|biCiX,)  =  a,(abcx).  En  outre,  les 
rayons    correspondants  aai,  a, a  coïncident;    donc   les   deux 

*  Nous  représentons  par  Ti(ail)^riXi)  le  biquotient  des  quatre 
rayons  l^aj,  'J\bi,  TiCj,  Tx^. 
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faisceaux  formés  autour  des  points  a,  a,  sont  perspectifs  et 
par  suite  les  intersections  (ab,,  a,b),  (ac,,  a,c),  (ax,,  a,x),.... 


'     B  A  X     C 


sont  situées  sur  une  même  droite  p. 

On  peut  encore  démontrer  que  les  droites  bc^,  b^c  me- 
nées de  deux  projections  quelconques  b,  c,  aux  points  ho- 
mologues b„  Cj  pris  inversement,  se  rencontrent  toujours 
sur  cette  ligne  p.  En  efïet,  b(aibiCiai)  =  c(aibiC,ai),  puisque 
les  angles  correspondants  sont  égaux;  si  l'on  coupe  le  pre- 
mier faisceau  par  abi   et  le  second   par   acj,   on   obtient  les 

lignées 

(abi,  bai)  ^i  (ab,,  bc,)         a 

(aCi,  caj)        (ac,,  cb,)  c,  a 

qui  sont  perspectives.  Donc  les  droites  p,  bjC,  bc,  menées 
par  les  éléments  correspondants  concourent  en  un  point. 
D'où  le  théorème  : 

Si  l'on  projette  deux  lignées  projectices  t,  t^,  sur  la  cir- 
conférence d'un  cercle  à  partir  de  deux  points  T,  T^  situés  sur 
cette  dernière,  les  droites  bci,  biC  qui  joignent  deux  points  h,  c 
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de  la  cifconference  avec  leurs  homologues  bj,  Ci  iiris  inverse- 
ment se  renconlrenl  toujours  sui-  une  m'me  droite  p. 

Situation  en  perspective.  —  111.   Dou.k  lignées  projec- 
lives  t,  t^  sont  en  perspective,  lorsque  trois  paires  de  points 


J,  X 


correspondants  sont  déjà  dans  cette  situation  (v.  84).  La  dite 
condition  est  remplie,  si  deux  points  correspondants  C,  Ci 
coïncident;  car  on  a  trois  paires  de  points  A,  A,,  B,  B,,  C,  Ci 
en  perspective  depuis  le  point  de  concours  de  AAi  avec  BBp 
Le  centre  de  perspective  S  est  à  Tinterseclion  des  droites 
JJi,  IIi.  Or  (SIi)  =  (CJ),  et  (SJ)  =  (CI,)-  Si  donc  Tune  des 
lignées  t  tourne  autour  du  point  commun  C  sans  sortir  du 
planfTi,  les  deux  lignées  seront  encore  en  perspective, 
puisque  deux  points  correspondants  C.  Ci  coïncident;  de 
plus  (SI,)  reste  toujours  égal  à  (CI).  Donc 

Deux  lignées  t,  /,  sont  en  situation  de  perspective,  lors- 
qu  elles  sont  projectives  et  qu'en  outre  deux  points  correspon- 
dants G,  Cl    coincideM.   Si  l'on    tourne  l'une  d'elles  t  autour 
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du  point  commun  C.  les  deux  lignées  restent  en  perspective, 
et  le  centre  S  décrit  tin  cercle  autour  du  point  limite  I^  de 
la  lignée  fixe.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à  la  distance  (Ci) 
du  point  commun  C  à  l'autre  point  limite  J. 

EouATioN  i:ntf\i-:  dkux  luinées  projectives.  —  112.  Soient 
deux  lignées  projectives  t,  t^  déterminées  par  trois  paires  de 
points  correspondants  variables.  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c,  x 


t 


0 0  -0 0 0-    0 0  0 — 0- 

K  G         B  J         A  Y     H  c         X 


fi 


—  0 0       0 0 


Bj^        Gi        Lj^         l]^        Xi    Cl   H^        Yi        Aj 

les  distances  respectives  des  points  A,  B,  C,  X  à  une  ori- 
gine fixe  K  prise  sur  /  et  par  ai,  bi,  Ci,  Xi  celles  de  Ai,  B^, 
Cl,  Xi  à  une  autre  origine  Li  située  sur  ti,  les  deux  lignées 
seront  liées  entre  elles  par  l'équation  (v.  87) 
(  1 3)  mxxi  -f-  nx  4-  px^  -|-  q  =  0 

On  en  déduit  la  valeur  de  Xi   au  moyen  de  celle  de  x 


(14) 


nx+q 


mx^l) 
et  vice-versâ. 

113.  Le  segment  forméjpar  deux  points  X, Y  de  la  pre- 
mière lignée  t  est  toujours 

(XY)  =  (XK)4-(KX)  =  — (KX)-f-(KY)  =  — x+y 
Soit  l  la  longueur  du  segment  (XY),  d"où 

(15)  y  =  x4-l 
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De  même  le  segment  projectif  sera 
(XiYO  =  (XjLi)+(LiYO  =  — (LiXi)+(LiYO  =  — Xj-fyi 
ou,    en    remplaçant  Xi,  Yi    par  leurs   valeurs    données    par 
les  équations  (14)  et  (15), 

nx-fq  n(x+l)+q 

mx+p        m(x+l)-|-p 
Or  on  peut  déterminer  x  de  telle  manière  que  cette  expres- 
sion ait  une  valeur  donnée.  Un  cas  particulier  est  celui  où. 

(XiYi)  =  ±1 
On  pose  alors 

nx+q         n(x+lj+q    _ 
mx+p       m(x-Mj+p        " 
Si  le  second  membre  a  le  signe  4",  les  deux  segments 
(XY),  (XjYi)  sont  projectifs  et  égaux.  Dans  ce  cas  l'équation 
peut  s'écrire 

(16)  \_   (mx+p)^+(np— qm) 

— m(mx+p) 
Si,  au  contraire,  on  fait  (X^Yj)  =  — 1,  les  deux  segments 
sont  égaux,   mais    négativement  projectifs,  et  l'équation  de- 
vient 

(17)  }  —  (mx+p)'— (np — qm) 

— m(mx-|-p) 
La   valeur   de  1  donnée  par    l'équation  (IG)   est   infinie, 
si   le    dénominateur    du    second    membre   s'annule,  c'est-à- 
dire  si  X  =  — — —  Le  point  en  question  n'est  pas  autre 
m 

chose  que  le  point  limite  J  (v.  lOG),  de  sorte  qu'on  a  pour 
(KJ)  ou  j  la  relation 

(18)  i-=--^ 

m 
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Vu  la  symétrie,  on  aurait  de  même  pour  (LJi)  ou  i, 

(11))  i,  = ^ 

m 

En   revanche,    le   segment   l   donné    par   l'équation  (IG) 
est  nul,  quand  le  numérateur  du  second   membre  est  égal 

à  zéro,  «'est-à-dire   quand  x  =  —  —L_  ^_  —  Vpn qm     . 

mm 

Ce   sont  donc   les   valeurs   qui  donnent  les  points  des  seg- 
ments nuls  G,  H.  Ainsi  l'on  a 

(KG)  ==  g  = 2_  _| _  \^^^^ 

mm 

(KH)  =  h  = 1^ i-  Vpn^plir 

mm 

(20)       et  de  même 

,j  p  ,  n  1    , 

(m'-'i)        gi        — 1 V  pn — qm 

mm 

n  1 


(LjHi)  =  h^  = Vpn— qm 

m  m 

La  distance  (GJ)  est  égale  à(GK.)-f  (KJ)  ou  à  — (KG)-f  (K.J) 

1 

et  par  suite  à Vpn— qm    .    Donc    la    caractéristique 

m 

(XJ)(XJi)  ou  (GJ)^  des  deux  lignées  t,  h  a  pour  valeur 
pn — qm 

m  2 

114.  L'équation  (13)  contient  quatre  termes  sous  sa 
forme  générale;  mais  elle  peut  être  ramenée  à  un  plus  petit 
nombre  de  termes  par  un  choix  convenable  des  origines  K, 
Li  ou  suivant  la  nature  des  lignées. 

lo  Lorsque  les  origines  sont  deux  points  correspondants, 
l'équation  (13)  doit  être  satisfaite,  quand  on  fait  dans  le  pre- 
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mier  membre  x  ==  0,  et  x^  =  0;  il  faut  alors  que  le  terme 
connu  q  soit  nul.  L'équation  se  réduit  dans  ce  cas  à 
mxxi  +  nx  +  pXj  =  0 
2o  Si  l'une   des  origines  est  au  point  limite  J  l'équation 
sera   satisfaite   quand   on  y  remplace  x   par  0  et  x^  par  ^ 

c'est-à-dire par  0.  Si  donc  on  divise  préalablement  (13) 

1 

par  Xi  et  si  1  on  fait  x  =  U, =  0,  on  voit   que  p  =  0; 

l'équation  est  donc  alors 

mxXj  +  nx  +  q  =  0 
3o  Pour  une  raison  analogue,  le  coefficient  n  est  nul,  quand 
l'une  des  origines  est  au  point  I^  de  sorte  que  l'équation  est 
dans  ce  cas 

mxx^  +  pxj  +  q  =  0 

4o  Si  les  points  infinis  se  correspondent,  l'équation  (13), 
préalablement  divisée  par  xx^,  doit  être  satisfaite  quand  on  y 

remplace ,  par  zéro,  d'où  résulte  que  m  est  alors 

X  Xj 

nul;  pour  les  lignées  semblables  l'équation  est  donc 
nx  +  px^  +  q  =  0 
Tels  sont  les  cas  où  la  rebilion  qui  existe  entre  les  lon- 
gueurs X,  Xj  est  exprimée  par  une  équation  à  trois  termes. 
5°  L'équation  ne  contiendra  que  les  deux  termes 
mxXj  +  q  =  0 
quand  on  prendra  pour  origines  les  deux  points  limites  J,  Ii, 
puisqu'alors  les  coefTicients  n  et  p  s'annulent. 

Go  Enfin  pour  les  lignées  semblables,  l'équation  se  réduit 
pareillement  aux  deux  termes 

nx  +  pXj  =  0 
quand  on  prend  pour  origines  deux  points  correspondants. 
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I  15.  Nous  avons  déjà  démonlré  que  s'il  existe,  entre  les 
segments  x,  Xj  formés  par  deux  points  correspondants 
quelconques  de  deux  lignées  t,  t^  et  deux  origines  prises 
sur  ces  lignées,  une  relation  exprimée  par  une  équation 
de  la  forme 

mxxi  +  nx  +  pXj  +  q  =  U 

les  deux  lignées  doivent  être  projectives  (v.  89). 

Quand  le  coefficient  m  est  nul,  les  lignées  sont  sem- 
blables, car  l'équation,    divisée  préalablement  par  xx„  est 

satisfaite  pour  =0,       -  =  0:  en  d'autres  termes    les 

X  Xj 

les  points  infinis  se  correspondent. 

Lorsque  n  est  nul,    l'équation,    après    avoir    été   divisée 

par  X,  est  vérifiée  par  les  valeurs  x,  ==  0, =    0,    donc 

X 

l'origine  sur  t^  est  le  point  limite  Ij. 

Si  p  est  nul,  l'équation   divisée  par  x^  est  satisfaite  par 

les  valeurs  x  =  0, =  0;    donc  l'origine   sur  t  est  le 

\ 
point  limite  J. 

Enfin,  si  q  est  nul,  le  premier  membre  de  Téquation 
s'annule,  quand  on  fait  x  =  U,  Xi  =  0,  donc  les  deux  ori- 
gines sont  alors  en  des  points  correspondants. 


Deux  faisceaux  projectifs  en  général. 

Les  propriétés  fondamentales  de  deux  faisceaux  projectifs 
peuvent  se  déduire  de  celles  des  lignées  projectives,  grâce 
au   principe  de  la  corrélation  dans  le  plan. 


88  SYSTÈMES    PRIMAIRES 

Génération  de  deux  faisceaux  projectifs.    —    116.   Si 
Ton  unit  chaque  point  d'une  droite  s  (axe  de  perspective) 


-s 


avec  deux  points  fixes  S,  S^  au  moyen  de  droites,  l'en- 
semble des  rayons  autour  de  S  forme  le  faisceau  S;  de 
même  l'ensemble  des  rayons  autour  de  Si  constitue  le 
faisceau  S^.  De  plus,  les  faisceaux  sont  en  situation  de 
perspective  (v.  37).  S'ils  ne  se  trouvent  pas  dans  un  même 
plan,  il  est  permis,  sans  rien  changer  à  la  position  relative 
des  éléments  d'un  même  faisceau,  de  tourner  Tun  des  plans 
autour  de  l'axe  s  jusqu'à  ce  que  les  deux  plans  coïncident. 
Ce  mouvement  ne  détruit  pas  la  position  de  perspective. 
Nous  pouvons  donc  supposer  que  les  deux  faisceaux  sont 
situés  dans  un  même  plan. 

Le  rayon  a  qui  joint  les  deux  sommets  est  aussi  son 
rayon  correspondant  n^,  on  pourra  l'appeler  le  rayon  com- 
mun des  deux  faisceaux. 

Menez  un  cercle  dont  la  circonférence  passe  par  les  deux 
sommets  S,  S^  et  dont  le  centre  soit  sur  Taxe  s.  Soient  /,  ;\ 
les  deux  rayons  qui  concourent  en  fun  des  points  d'inler- 
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section  de  la  circonférence  et  de  l'axe,  et  soient  pareille- 
ment j,  j\  ceux  qui  concourent  en  l'autre  point.  Il  est  évi- 
dent que  i  correspond  à  /,  et  j  à  j^.  Les  deux  rayons  i,  j, 
forment  un  angle  droit  et  partagent  ainsi  le  faisceau  S  ea 
deux  moitiés;  il  en  est  de  même  pour  la  paire  i^,  j\.  Lors- 
qu'un rayon  mobile  décrit  l'une  des  moitiés  (ij),  le  rayon 
correspondant  décrit  pareillement  la  moitié  correspondante 
(iiji).  Donc  quand  un  élément  b  se  trouve  dans  l'angle  (ij), 
l'élément  projectif  6^  doit  être  situé  dans  l'angle  (iji)-  Les 
droites  i,  \,i,ju  divisent  conséquemment  les  deux  faisceaux 
en  moitiés  qui  se  correspondent  une  à  une  et  seront  appelées 
rayons    limites. 

Plusieurs  cas  spéciaux  peuvent  se  présenter  : 
lo  Si  l'axe  de  perspective  s  est  à  l'infini,  les  rayons  pro- 
jectifs  b,  bi  sont  parallèles,  et  par  suite  les  angles  corres- 
pondants (l&cj,  (^ô^cj,  ont  une  même  valeur:  les  deux  faisceaux 


sont  dits  égaux.  Dans  ce  cas,  à  deux  rayons  rectangulaires 
quelconques  b,  c  correspondent  deux  rayons  61,  q  qui  se  cou- 
pent pareillement  à  angle  droit;  il  y  a  donc  alors  une  infinité 
de  rayons  limites. 

2o  Si  l'axe  de  perspective  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  (TTi),  tout  angle  formé  par  deux  rayons  b,  c  de  l'un 
des  systèmes  T  sera  égal  àl'angle  correspondant  f6iCi);  mais 
on  remarquera  que  si  le  rayon  a  décrit   le  faisceau  T  dans 
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un  sens,  le  rayon  correspontlant  r/,  parcourt  le  faisceau  T^ 
dans  le  sens  contraire.  En  d'autres  termes,  les  angles  cor- 
respondants (bc),  (biCj,...    ont  des  signes  différents,  si  l'on 


admet  dans  les  deux  systèmes  un  même  sens  comme  positif. 
Les  deux  faisceaux  projectifs  en  question  seront  dits  negali- 
vement  égaux.  Dans  ce  cas,  si  deux  rayons  h,  c  sont  perpen- 
diculaires, leurs  correspondants  le  seront  aussi;  il  y  a  donc 
encore  une  inlinité  de  rayons  limites. 

3»  Si  l'un  des  sommets  T  est  à  l'infini,  les  droites  qui 
concourent  en  ce  point  doivent  être  parallèles.  Deux  rayons 
ne  peuvent  en  conséquence  être  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre;  il  n'y  a  donc  pas  de  rayons  limites  réels  dans  ce  cas. 

Détermination  des  faisceaux  projectifs.  —  117.  Deux 
faisceaux  projectifs  sont  déterminés,  lorsque  trois  couples  de 
rayons  correspondants  sont  donnés  (v.  83).  Ils  seront  donc 
pareillement  déterminés,  quand  on  connaîtra  une  paire  a,  a^ 
et  un  rayon  limite  de  chaque  faisceau  avec  leurs  désignations; 
car  alors  on  peut  en  déduire  les  deux  autres   rayons  limites. 

Le  rayon  .r,  qui  correspond  à  un  rayon  donné  >r  peut  être 
construit  d'après  la  méthode  indiquée  précédemment  (v.  79). 

Relations  entre  les  angles  projectifs. —  118.  Soient 
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deux  faisceaux  prujeclifs  T,  T,  déterminés  par  trois  paires  de 
rayons  correspondants  (i,  a,,  h,  6,,  c,  c,.  Une  quatrième  paire 
X,  .r,  doit  satisfaire  à  la  condition 

(axcb)  =  (a^x^c^b^) 
donc  on  a 

Sin(rt.r)  Sin(^/f)  Sin(rt,a;i)        Sinf^iC^) 

^'"  ^        Sin(.r6)    '      Sin(<:/^)         Si n (.ri 6,)   *    Sirj((^ 
d'où 

Sin(rt./;)         Siii(r/,./;,)  Sin(f^(')         Sin(<^?,Cj) 


Sin(.r6)    ■      Sin(xi6j)  Sin(c6)         Sin(Ci6,) 

c'est-à-dire 

Dans  deux  faisceaux  ijrojectifs  le  quotient  de  deux  rap- 
ports de  simple  section  corresiJondanls  a  une  valeur  constante, 
lors  même  que  les  éléments  de  division  x,  x^  varient. 

Angles  formés  par  les  rayons  correspondants  avec 
LES  RAYONS  LLMiTEs.  —  110.  Si  dans  l'équation  (21),  on 
remplace  a,  b,  c  respectivement  par  i,  j,  a,  on  a 

Sin(/.c)  Sin(/a)   Sinf/j.r,)         Sinf/jf/^) 

Sin(a7)    ■      Sm(aj)  Sin(j;,7,)    '     ^in{a^i^) 

mais   la  somme   des  deux  angles  (ix),  (xj)  est  égale  à  (//), 
c'est-à-dire  à  un  droit,  donc  le  sinus  de  l'un  est  égal  au  cosi- 

,    ..  •     .  Sin(/jî)  ,.    . 

nus  de  1  autre:  et  par  suite  le  rapport  -;.  ,  .,    peut    s  écrire 

Sin(j:^) 

Tanç;  (ix)  ou  -,— :-   ;    la  même   observation  peut  être 

Tang  (xj) 

faite  à  l'égard  des  autres  rapports  de  l'équation  ci-dessus,  qui 

par  conséquent  devient 

(22)  Tang(^>)  :  Tang(^J,)  =  Tang(m)  :  Ta.ng{i,a^] 
ou 

(23)  Tang(.r/).  Tang(,y\)  =   Tang(rtO.  Tang'a,ii) 
ou  bien  encore 
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(24)     TangCrj).  Tang(.r,yJ  =  Tang(ay).  Tang(a^g 

En  d'autres  termes 

Dans  deux  faisceaux  projectifs  le  rapport  di's  tangentes  des 
angles  que  forment  deux  rayons  correspondants  variables  avec 
deux  rayons  limites  correspondants  a  une  valeur  constante, 
ainsi  que  le  produit  des  tangentes  des  angles  formés  par  deux 
rayons  projectifs  variables  x,  x^  avec  deux  rayons  limites 
non  correspondants. 

120.  Réciproquement,  lorsque  dans  deux  faisceaux  dont 
les  rayons  se  correspondent  deux  à  deux,  le  produit  des  tan- 
gentes des  angles  que  forment  deux  rayons  correspondants  quel- 
conques X,  Xi  avec  deux  rayons  fixes  i,  ji  a  une  valeur  cons- 
tante, les  deux  faisceaux  sont  projectifs. 

La  démonstration  est  la  traduction  de  celle  du  théorème  89, 
avec  cette  seule  différence  qu'il  faudra  remplacer  les  segments 
par  des  tangentes. 

On  en  conclut  aussi  comme  pour  le«  lignées  qu'il  y  a  sy- 
métrie par  rapport  aux  rayons  limites  dans  la  correspondance 
des  deux  moitiés  d'un  faisceau  (les  angles  droits  compris 
entre  les  rayons  limites)  avec  les  deux  moitiés  d'un  autre 
faisceau  projectif. 

Hayons  des  angles  nuls.  —  121.  Les  angles  que  forment 

deux  rayons  correspondants    avec   deux   rayons   hmites  non 

correspondants   sont   généralement    inégaux.   Deux  paires  de 

rayons  font    toutefois    exception.    En  effet,  l'angle    dont   le 

carré  de  la  tangente  est  égal  au  produit  constant 
Tang  (ai).  Tang  (ai/i) 

donne,  quand  on  le  porte  à  partir  des  rayons  limites  i  eij^ 
dans  deux  moitiés  correspondantes,  deux  rayons  g,  g^  qui 
sont  projectifs,  puisque  par  construction 

Tang(^/').  Tang  (gJO  =  Tang(aO-  Tang(aji). 
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En  outre,  ces  rayons  g,  ^,  forment  évidemment  des  angles 
égaux  avec  les  rayons  limites  non  correspondants.  Si  l'on 
porte  ensuite  l'angle  obtenu  à  partir  des  rayons  limites  /et), 
mais  dans  les  deux  autres  moitiés  correspondantes,  on  ob- 
tient une  nouvelle  paire  de  rayons  //,  A,  ayant  les  mêmes  pro- 
priétés que  g  et  ^,.  Ces  (juatre  rayons  g,  ^,,  h,  //,  seront  ap- 
pelés rayons  des  angles  nuls  (pour  la  construction  voyez  le 
§  suivant). 

Angles  PROJEcrn-'s  égaux.  —  12:2,  Etant  donnés  deux 
faisceaux  projectifs  T,  Ti  et  une  paire  de  rayons  correspon- 
dants a,  fli  trouver  un  rayon  x  tel  que  l'angle  (ax)  soit  égal 
à  sa  projection  (a^Xi). 

On  peut  placer  les  deux  fais<:eaux,  de  manière  à  ce  que  a 


coïncide  avec  a,.  Les  deux  rayons  parrallèles  à  l'axe  de  pers- 
pectives sont  les  droites  cherchées  x,  j*,, 

On  peut  aussi  faire  un  angle  {xj)  égal  à  {a^i^)  et  {Xiii)=(aj), 
en  ayant  soin  toutefois  que  les  angles  se  trouvent  dans  les 
angles   droits  correspondants.  Les  angles  (ax),  {a^Xi)  seront 
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éyaux  par  construction;  de  plus,  ils  seront  projectile,  puisque 
Vi[xj).  tg(a;ig  =  tg(af).  tg(«,y-J. 

Chaque  rayon  a  est  donc  un  côté  d  un  angle  (ax)  qui  est 
égal  à  sa  projection.  Si  a  est  en  i  ou  /.  langle  est  (/)').  Si  a 
est  en  g  ou  h,  l'angle  est  nul  ;  d  où  la  qualitication  de  raijons 
des  angles  mils. 

Si  l'on  porte  sur  les  deux  autres  moitiés  correspondantes, 
un  angle  {hi)  =  {u^i^  ^^\^h\)  =  {pj),  lt;s  deux  rayons  h,  b^  se- 
ront également  correspondants,  puisqu'on  a 

Tang(/V).  Tang(/y^/J  =  Tang(«,/:).  TangCa^g 
de  plus  l'angle  {ah)  =  (ci^b^),  mais  ces  deux  angles  ne  sont 
pas  projectifs,  car  si  nn  rayon  décrit  l'angle  (ah),  le  rayon 
correspondant  décrit  la  partie  extérieure  à  l'angle  (aibi).  Les 
deux  angles  (ah),  (aihi),  dont  les  côtés  sont  projectifs  et  qui 
renferment  des  rayons  limites,  seront  appelés  nugles  nngaîive- 
ment  projectifs. 

En  troisième  lieu,  on  peut  placer  les  deux  faisceaux  de 
telle  manière  que  deux  rayons  quelconques  correspondants 
c,  c,i  coïncident.  Le  cercle  mené  par  les  sommets  T.  T, 
et  par  le  point  d'intersection  de  a  avec  l'axe  s  coupe  cet  axe 
en  un  second  point  par  où  passe  x.  Les  rayons  a,,  .Tj  se  cou- 
pent naturellement  avec  a  et  .r  sur  l'axo,  et  la  figure  montre 
que  les  angles  (ax),  {a^x^)  sont  égaux. 

En  général,  tout  cercle  qui  passe  par  les  deux  sommets 
coupe  l'axe  de  perspective  en  deux  points,  et  les  rayons  me- 
nés par  ces  points  forment  des  angles  égaux,  l'ii  cas  particu- 
lier est  celui  où  le  cercle  est  langent  à  l'axe  ;  les  deux  rayons 
se  confondent  en  un  seul,  et  par  conséquent  l'angle  est  nul  : 
on  obtient  ainsi  les  rayons  g.  gi.  Le  point  de  contact  G  peut 
s'obtenir  aisément.  En  effet,   si  l'on  appelle  C   rinterscclion 
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des  rayons  coïnciilaiits  c,  c,  avec  l'axe  s,  on  voit  que  CG 
est  une  moyenne  proportionnelle  entre  CT  et  CT,  ;  on 
portera  donc  de  part  et  d'autre  du  point  G  une  longueur 
égale  à  la  tangente  menée  du  point  C  à  l'un  des  cercles  pas- 
sant par  T  et  Ti,  [)uis  Ion  mènera  aux  extrémités  les  rayons 

De  ce  qui  précède  résulte  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  Jcins  deux  faisceaux  piojecllfs  ou  donue  une  paire 
de  rayons  correspondants  a,  a^,  il  est  toujours  possible  de  dé- 
terminer une  seconde  paire  x,  Xi  telle  ([ue  les  angles  [ax),  {^iX^ 
soient  projeclifs  et  égaux.  Il  est  encore  possible  de  déterminer 
une  troisième  paire  b,bx  telle  que  les  angles  {ah),  ('/i^i)  soient 
égaux,  mais  négatirement  projeclifs. 

On  démontrerait  comme  pour  les  lignées  que  les  rayons  a 
et  X  sont  situés  de  part  et  d'autre  des  rayons  g  ou  //,  ainsi 
que  les  rayons  a  et  b. 

1;23.  Dans  deux  faisceaux  projeclifs  trouver  deux  rayons 
tels  que  l'a?igle  compris  entre  eux,  ainsi  que  sa  projection  soient 
égaux  l'un  et  l  autre  à  un  angle  donné. 

Plaçons  les  deux  faisceaux  de  manière  à  ce  que  deux 
rayons  des  angles  nuls  ^,  ^,  coïncident;  l'axe  de  perspective  s 


X     E 


/X 


étant  parallèle  aux  rayons  correspondants  qui  avec  les  rayons 
su;ierpo3és  g.  g^  forment  des  angles  égaux,  doit  être  parallèle 
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kg.  Si  l'on  pouvait  décrire  un  cercle  qui  passât  par  les  deux 
sommets  T,  Tj  et  dont  l'arc  ACX  intercepté  par  l'axe  fût  ca- 
pable de  l'angle  donné,  les  droites  TA,  TX,  TiA,  TiX  seraient 
les  rayons  cherchés.  Supposons  le  cercle  tracé  et  menons  au 
point  X  la  tangente  XE.  Or,  la  longueur  du  segment  (XE)  est 
connue;  de  plus,  le  carré  de  (XE)  est  égal  au  rectangle  formé 
avec  (TE)  et  (TiE).  La  différence  (TTj)  de  ces  deux  derniers 
étant  donnée,  nous  pourrons  facilement  construire  (TE).  Une 
droite  formant  en  E  avec  TTi  un  angle  égal  à  l'angle  donné 
détermine  le  point  X  et  par  conséquent  le  cercle. 

Les  rayons  TA,  TX,  TjA,  TiX  forment  une  solution  ;  mais 
il  y  en  a  encore  une  seconde  :  pour  l'obtenir,  il  suffit  de 
prendre  les  rayons  symétriques  des  précédents  par  rapport 
aux  rayons  limites. 

Centre  projectif.  —  I2i-,  Soient  deux  faisceaux  pro- 
jectifs  T,  Ti  situés  dans  un  même  plan,  et  soient  a,  a,  deux 
rayons  correspondants.  Le  faisceau  Tj  forme  par  ses  intersec- 
tions avec  la  droite  a  une  lignée  dont  les  points  sont  aai, 
abi,  aci,  etc.  De  môme  le  faisceau  T  détermine  sur  ai  la  li- 
gnée ttia,  ai&, Or,  deux  biquotients  analogues  quelconques 
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de  ces  lignées  ont  la  même  valeur  que  It^s  Itiquotients  ana- 
logues des  faisceaux  et,  par  suite,  sont  égaux  entre  eux; 
donc  les  deux  lignées  en  question  sont  projectives.  De  plus, 
deux  éléments  correspondants  aai,  a^a  coïncident;  de  là  ré- 
sulte que  les  deux  lignées  sont  en  perspective,  et  que  les 
droites  {ah^,  a^b),  («c,,  rt,c)...  menées  par  les  points  corres- 
pondants concourent  en  un  même  point  S.  Si  l'on  désigne 
par  0  le  rayon  TT|  du  faisceau  T  et  par  f^  le  rayon  T^T  du 
du  faisceau  T|,  il  faudra  que  la  droite  («,0,  ao^  passe  égale- 
ment par  S,  donc  T,S  est  le  rayon  o,.  De  même,  TS  est  le 
rayon  p.  Donc  S  est  l'intersection  des  deux  rayons  qui  cor- 
respondent aux  éléments  superposés. 

En  outre,  on  voit  que  si  l'on  prend  les  lignées  formées 
par  les  faisceaux  sur  deux  autres  rayons  correspondants  quel- 
conques h,  &i,  ces  deux  lignées  seront  encore  en  situation  de 
perspective,  et  pour  la  même  raison  que  ci-dessus,  le  centre 
de  perspective  devra  se  trouver  à  l'intersection  des  rayons 
Oj,  Tp.  Ce  sera  donc  toujours  le  même  point  S.  Ainsi 

Lorsque  deux  faisceaux  sont  projeclifs  et  situés  dans  un 
même  plan,  la  droite  qui  joint  les  intersections  ah^,  a-J)  de  deux 
rayons  quelconques  a,  h  d'un  faisceau  avec  les  rayons  corres- 
pondants pris  inversement,  passe  toujours  par  un  point  fixe  S, 
que  nous  appelons  le  centre  projectif  des  deux  faisceaux.  Ce 
point  est  l'intersection  des  deux  rayons  Oi,  p  qui  correspondent 
aux  éléments  superposés. 

Il  en  résulte  que  si  l'on  donne  trois  paires  de  rayons  a,  a^, 
b,  bi,  c,  Cl  de  deux  faisceaux  projectifs,  on  pourra  facilement 
construire  avec  la  règle  seule  le  rayon  x  qui  correspond  à 
un  rayon  quelconque  donné  x^.  Deux  des  trois  droites 
(a6„  fli6),  (ôci,  6ic),  (0%,  c^a)   déterminent    par  leur  inter- 
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section  le  centre  projectif  S.  Si  maintenant  on  choisit  deux 
rayons  correspondants  connus  c,  Ci,  il  faudra  que  la  droite 
(cx^,  CiX)  passe  par  S;  or,  on  connaît  les  points  cXi  et  S;  donc 
le  troisième  point  CiX  se  trouve  à  la  fois  sur  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  cxi,  S  et  sur  Ci,  donc  à  leur  intersec- 
tion. C'est  par  ce  dernier  point  que  doit  passer  le  rayon 
cherché  x. 

Du  théorème  précédent  se  déduit  le  corollaire  : 

125.  Etant  donnés  dans  un  même  plan  deux  faisceaux  de 
trois  rayons  chacun,  a,  h.  c,  a^,  h^,  q,  les  droites  {ab^.  (7,6), 
(6ci,  6,c),  {ca^,  c^a)  concourent  en  une  même  point  S. 

Situation  en  perspective.  —  126.  Deux  faisceaux  pro- 
jectifs  T,  Ti  sont  en  situation  de  perspective,  lorsque  trois 
paires  de  rayons  correspondants  sont  en  perspective  (se  cou- 
pent sur  une  droite). 

Lorsque   les  deux  faisceaux  se   trouvent   dans  un  même 


plan  et  que  deux  rayons  currespondants  a,  a^.  coïncident,  on 

peut  dire  qu'alors  les  trois  paires  a,  a»,,  h,  />,.  r,  c,  sont  en 

situation  de  perspective,   donc   les  faisceaux  sont  également 

perspectifs. 

t    Si  les  deux  faisceaux  sont  perspectifs,  les  intersection?  des 
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rayon^  correspondants  sont  situées  sur  une  droite  s  qui  est 
l'axe  de  perspective  des  deux  faisceaux;  le  centre  de  pers- 
pective peut  être  pris  arbitrairement  sur  la  droite  TTi.  Les 
faisceaux  restent  évidemment  en  perspective,  lorsqu'on  tourne 
lun  ou  l'autre  autour  de  Taxe. 

l;27.  Supposons  les  deux  faisceaux  situés  dans  un  même 
plan  et  en  perspective,  et  soient  par  exemple  i,  l'i,  les  rayons 


correspondants  qui  coïncident.  Au  rayon  j  qui  est  parallèle  à 
l'axe  s  doit  correspondre  un  rayon  ji  également  parallèle  à 
s,  puisque,  les  deux  faisceaux  étant  perspectifs,  j^  doit  passer 
par  le  point  d'intersection  de  j  avec  s.  Ces  deux  rayons  j,  i^ 
font  donc  avec  les  rayons  coïcidents  /,  /^  des  angles  égaux; 
du  reste,  il  est  clair  qu'en  général  toute  autre  paire  b,  bi  forme 
respectivement  avec  i,  h  des  angles  inégaux  entre  eux.  Donc, 
lorsqu'on  transportera  l'un  des  sommets  Si  en  un  autre  point 
S2,  sans  sortir  du  plan  et  en  maintenant  la  coïncidence  des 
deux  rayons  /,  /^  les  rayons  j,  jx  restent  parallèles;  mais 
comme  les  faisceaux  sont  perspectifs,  le  point  d'intersection 
7jj  doit  se  trouver  sur  le  nouvel  axe  et,  par  conséquent,  cet 
axe  est  encore  parallèle  à  j.  Ainsi 
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Lorsque  deux  faisceaux,  situés  dans  un  même  plan,  sont  pro- 
jectifs,  et  que  deux  rayons  correspondants  coïncident,  les  deux 
faisceaux  sont  en  situation  de  perspective,  et  l'axe  est  parallèle 
aux  deux  rayons  correspondants  qui  sont  eux-mêmes  parallèles 
ou  qui  forment  des  angles  égaux  avec  les  deux  rayons  super- 
posés. 

Equation  entre  deux  faisceaux  projectifs.  —  128. 
Soient  deux  faisceaux  T,  Ti  déterminés  par  trois  paires  de 
rayons  correspondants  a,  a^,  b,  61,  c,  c^,  et  soient  deux  ori- 
gines A',  Il  choisies  arbitrairement  parmi  les  rayons  de  chacun 
des  faisceaux.  Si  Ton  représente  par  a,  b,  c,  x  les  tangentes 
des  angles  {ka),  (kb),  (kc),  (kx)  et  par  ai,  b^,  Ci,  Xi  celles  des 
angles  (ha^),  {hbi),  (hci),  {l^x^),  il  sera  posible  d'exprimer  la 
relation  projective  des  deux  faisceaux  au  moyen  de  Téqua- 
tion  (v.  87) 

(25)  mxxi  +  nx  4-  pxi  +  q  =  0 

où    m  =  a(bi — Ci)  +  b(Ci — ai)  -f-  c(ai — bi) 

n  =  — aai(bi — Ci) — bbi(ci — ai) — cci(ai — bi) 
p  =  aai(b — c)  -f  bbi(c — a)  +  cci(a — b) 
q=  —  aai(bci — bic) — bbi(cai — Cia) — cci(abi — aib) 

La  proposition  réciproque  est  également  vraie  (v.  89). 

129.  L'angle  de  deux  rayons  x,y  du  faisceau  T  satisfait 
toujours  à  l'équation  suivante 

(xy)  =  (xk)  +  {ky)  =  —(^kv)  -f  (%) 
d'où 

— Tîing(A-.r)  +  Tar\i:{kii) 

Tangfo:*/)  =    .    1    ,,. — ,,   ,   t, — —tt 
^^  ^'^         1  -f  lang(A\r).  Tang(A-(/) 

ou,  en  représentant  par  x,  y  les  tangentes  de  (kx),  {ky) 

— x-fv 

Tang(a'f/)  = — ; 

°^  ^^  l-|-xy 
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On  aurait  de  même 


1   -f-  XiV, 


mais  l'équation  (25)  donne 


nx  -f-  q 


mx  -h  !> 


^ iiy  —  q 

^''  iny  4-  p 

Deux  des  quantités  x,  y,  Xi,  yi,  Tang(jci/),  Tang(j:ji/J  étant 
données,  toutes  les  autres  se  déterminent  au  moyen  des 
quatre  dernières  équations.  En  particulier,  si  les  deux  angles 
projectifs  (xy),  {x^yj  sont  égaux,  et  si  1  désigne  leur  tan- 
gente, on  a 

_([n^-fn^— mq4-npU^+-2(mp4-nq)x-f(p'^-f-q^— mq+np) 

'  "^  (mp-|-iiq)\.2-]-(P^-h'l^ — m^— n2_)\-|-(niq — np — p^— q^  ) 

A  chaque  quantité  mise  à  la  place  de  x  correspond  géné- 
lement  une  seule  valeur  de  1  ;  en  d'autres  termes,  chaque 
rayon  x  du  faisceau  T  est  l'un  des  côtés  d'un  angle  (xy)  qui 
est  égal  à  sa  projection  (xiyi).  Pour  obtenir  l'équation  qui 
concerne  les  angles  égaux  mais  négativement  projectifs,  il 
suffit  de  changer  le  signe  de  Tang(.r^2/J  ou  ceux  de  n  et  q 
dans  (26). 

Les  deux  racines  de  l'équation 
(mp4-nq)x^-i-(p^+q^ — m^ — n^)x-h(mq — nq — p"* — q^j  =  0 
substituées  à  la  place  de  x  dans  (26),  rendent  1  infini  et  dé- 
terminent, par  conséquent,  les  deux  côtés  de  l'angle  qui  est 
égal  à  sa  projection  et  dont  la  tangente  est  infinie;  ces  deux 
côtés  sont  les  rayons  limites  ?,  j. 

Si  dans  (26)  l'on  fait  x  égal  à  l'une  des  deux  racines  de 
Téquation 
(m^+n^ — mq+np)x^+2(mp-hnq)x-|-(p^+q^ — mq+np)  =  0 
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la  valeur  de  1  est  nulle;   les  deux  racines  donnent  ainsi  les 
rayons  g,  h. 

130.  De  même  que  pour  les  lignées,  l'équation  (25)  peut 
être  réduite  à  un  plus  petit  nombre  de  termes.  Si  l'on  prend 
deux  rayons  correspondants  pour  origines,  elle  est  alors  sa- 
tisfaite pour  X  =  0,  Xi  =  0,  d'où  l'on  déduit  queq  =  0; 
dans  ce  cas,  on  a 

mxxi  +  nx  +  pxj  =  0 

Si  l'on  adopte  comme  origines  deux  rayons  limites  corres- 
pondants i,  /,  ou  j,  j^,  l'équation  (25)  sera  satisfaite  par  x  =  0, 
ï,  =  0,  et  par  x  =  ^,  x^  =  ^,  d'où  résulte  que  m  et  q  sont 
nuls.  On  a  donc 

nx  +  px,  =  0 

Lorsque  les  origines  sont  deux  rayons  limites  non  corres- 
pondants /,  j,,  ouj,  ii,  l'équation  (25)  étant  vérifiée  par  x  =  0, 
Xj  =  ^  et  par  x  =  ^,  Xi  =  0,  se  réduit  aux  deux  termes 
mxxi  +  q  =  0 

Les  réciproques  des  propositions  de  cet  article  se  démon- 
trent sans  aucune  difficulté. 


Deiix  feuillées  projectives  en  général. 

Analogie  avec  deux  faisceaux  projectifs.  —  131.  Sup- 
posons deux  feuillées  projectives  t.  ti.  Les  deux  faisceaux  T,T^, 
formés  par  les  intersections  de  chaque  feuillée  avec  un  plan 
perpendiculaire  à  son  arête,  seront  eux-mêmes  projectifs,  et, 
de  plus,  les  angles  compris  entre  deux  rayons  d'un  faisceau 
nous  donneront  directement  la  grandeur  de  l'angle  dièdre 
compris  entre  ceux  des  plans  de  la  feuillée,  qui  passent  par 
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ces  rayons.  Les  éléments  /,  ),  i,  j^,  g,  ^,,  h,  h^,  etc.  des  deux 
faisceau  T,  Ti  déterminent  dans  les  feuillées  des  plans  /,  /, 
II,  Ji,  G,  Gi,  H,  //i,  etc.  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés. 
Axe  PROJECTiF.  —  13:2.  Soient  deux  feuillées  projectives 
t,  ti  dont  tous  les  plans  passent  par  un  même  point  P.  Si 
l'on  coupe  les  deux  feuillées  par  un   plan  qui  ne  contienne 


pas  le  point  P,  on  obtient  deux  faisceaux  projectifs  T,  Ti.  Les 

droites  (abi,  a^b), menées  par  les  intersections  de  deux 

rayons  de  T  avec  les  rayons  correspondants  pris  inversement, 
passent  toutes  par  un  point  fixe  S,  situé  à  la  rencontre  des 
deux  rayons  Oi,  p  qui  correspondent  aux  éléments  superpo- 
sés o,pi  (v.  124).  En  projetant  toute  la  figure  plane  depuis 
le  point  P,  on  a  le  théorème  : 

Lorsque  deux  feuillées  sont  projectives  et  ont  un  point  com- 
mun, le  plan  mené  par  les  intersections  AB^,  À^B  de  deux  plans 
quelconques  A,  B,  d'une  feuillée  avec  les  plans  correspondants 
pris  inversement,  passe  toujours  par  une  droite  fixe  s,  que  nous 
appelons  l'axe  projectif  des  deux  feuillées;  cette  droite  est  f in- 
tersection des  deux  plans  qui  correspondent  aux  plans  super- 
posés. 
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133.   D'où  le  corollaire  : 

Etant  données  autour  d'un  pomt  deux  feuillées  de  trois  plans 
chacune  A,  B,  C,  A^,  B^,  C^,  les  plans  {AB^,  A^B),  {BC„  B,C), 
{CAi,  A^C)  passent  par  une  même  droite  s. 

Situation  en  perspective.  —  134.  Deux  feuillées  pro- 
jectives  t,  f,  sont  en  situation  de  perspective,  lorsque  trois 
couples  de  plans  correspondants  sont  perspectifs,  ou  ce  qui 
est  la  même  chose,  lorsque  les  intersections  de  trois  paires 
de  plans  correspondants  sont  situées  dans  un  même  plan. 

Il  y  a  spécialement  situation  de  perspective,  dès  que  les 
deux  feuillées  projectives  ont  un  plan  commun. 

Le  plan  S  qui  cor.ti'ent  les  intersections  des  plans  corres- 
pondants est  ce  que,  nous  appelons   la  face  de  perspective; 


toutes  les  intersections  passent  par  l3  point  de  rencontre  des 
arêtes  t,  f,  et  forment  un  faisceau  qui  est  perspectif  avec  les 
deux  feuillées. 
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Deux  lignées    projectives   sur  une  même  droite. 

Du  SENS.  —  135.  En  admettant,  comme  nous  l'avons  fait, 
4ue  dans  une  droite  t  les  deux  extrémités  forment  un  point 
unique  1,  nous  ne  déterminons  pas  de  sens  sur  cette  droite 
avec  deux  seuls  points  A,  li.  En  efîet,  le  point  mobile  qui 
part  de  A  peut  arriver  en  B  de  deux  manières,  à  savoir  par 
h 

C/O : VD 

I  D  A  B  CI 

les  chemins  AEB  et  ADUGB.  iMais  si  trois  points  successifs 
A,  B,  G  du  parcours  sont  connus,  le  sens  du  mouvement  sera 
déterminé.  Quand  la  position  intermédiaire  B  est  hors  du 
segment  (AG),  le  point  mobile  doit  passer  l'infini. 

Supposons  deux  lignées   projectives   t,  f,  situées  sur  une 
même   droite.    Tandis  qu'un   point   mobile  sur   la  première 

Cl  Bi  Al 


A  B  G 

lignée  passe  successivement  par  A,  B,  G,  le  point  correspon- 
dant passera  par  Aj,  Bj,  G,.  Suivant  que  ces  deux  sens 
A.  B,  G  et  A,,  B,,  G,  sont  identiques  ou  non,  les  deux  lignées 
sont  dites  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 

Points  doubles.  —  136.  Examinons  si  dans  deux  lignées 
projectives  superposées,  il  peut  arriver  que  deux  points  cor- 
respondants coïncident. 

Cas  où  les  deux  lignées  sont  de  sens  contraires. 

Quand  un  point  mobile  X  parcourt  la  branche  lAJ  le  point 

Jx  El  Al  11       Fi  Ji 

I  A     E        J  F  l 
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projectif  X,  décrit  simultanément  IjA^J,;  il  y  a  donc  rencontre 
hors  de  (JIj)  dans  une  position  E,  que  nous  appellerons 
point  double.  Ce  dernier  satisfait  à  la  condition 

(EJ)(E,I,;  =  (AJ)(A,I  ) 

puisque  E  représente  deux  éléments  correspondants  (v.  100). 
Le  point  F  symétrique  de  E  par  rapport  au  milieu  0  de  (JI) 
est  un  second  point  double,  car  on  a     ^ 

(.FJj(FJ,)  =  (AJ)(AJ,) 

Les  deux  segments  (EF),  (EiFi),  renfermant  chacun  un 
point  limite,  sont  égaux  et  négativement  projectifs. 

Cas  où  les  deux  lignées  sont  de  même  sens.  Les  seules 
parties  correspondantes  superposées  sont  celles  qui  se  trou- 
vent entre  les  points  limites  J,  I^  ;   mais,  comme  deux  points 

c/r  i-— ■ vo 

I  A        H  J      E     G  F  I 

mobiles  projectifs  suivent  le  même  sens  en  décrivant  les  deux 
lignées,  il  peut  se  faire  qu'il  n'y  ait  pas  de  rencontre.  S'il  y  a 
un  point  double  E,  il  faut  que 

(EJ)(EI,)  =  (AJ)(AJ,)  =  (GI)^ 

En  d'autres  termes,  le  point  E  doit  partager  le  segment  (JI,) 
en  deux  parties  dont  le  rectangle  soit  égal  au  carré  de  (Gl). 
Réciproquement,  tout  point  E  qui  satisfait  à  cette  condition, 
est  un  point  double  (v.  101).  Or,  quand  (JI,)  n'est  pas  plus 
petit  en  valeur  absolue  que  :2(GJ)  ou  que  (GH),  il  existe  un 
tel  point  E;  son  symétrique  F  par  rapport  au  milieu  0  de 
(JIi)  jouit  de  la  même  propriété.  Les  segments  (EF),  (E,F,) 
sont  égaux  et  projectifs. 
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137.  Cas  particuliers.  Quand  les  deux  lignées  sont  sem- 
blables, les  points  infinis  se  correspondent  et  sont  superpo- 
sés; ils  forment  ainsi  l'un  des  points  doubles.  Les  segments 
projeclifs  étant  proportionnels,  on  a 

(AX)  :   (A,X,)  =  (AB)  :   (A,B,) 
et  réciproquement  deux  points  X,  X|   qui  satisfont  à  cette 
relation  se  correspondent  l'un  à  l'autre.  Donc  le  point  F  qui 
partage  le  segment  (AAj)  dans  le  rapport  (AB)  :  (BiAi)  est  le 
second  point  double,  puisqu'on  a  la  proportion 
(AF)  :  (A,F)  =  (AB)  :  (A,B.) 

Enfin,  quand  trois  points  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dants ,  il  doit  en  être  de  même  pour  les  autres  paires.  Tous 
les  éléments  sont  des  points  doubles  et  les  deux  lignées  sont 
identiques. 

Construction  des  points  doubles.  — -  138.  D'un  point  T 
pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle  projetez  sur  celle-ci  les 
lignées  A,  B,  C,....  A,.  B^,  Cj,....  respectivement  en  a,  b,  c,... 
ai,  bj.  Cl,...  Soit  p  la  droite  menée  par  les  intersections 
(abi,  a^b),  (aci,  ajc),  (bc^,  b,c),...  (v.  MO). 

Pour  obtenir  le  point  X,  qui  correspond  à  un  point  donné  X, 
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il  suffît  de  mener  une  droite  ajxpar  les  projections  du  point  X 
et  d'un  point  Ai  de  la  seconde  lignée,  puis  une  autre  droite 
par  le  point  homologue  a  et  l'intersection  de  a,x  avec  p.  La 
dernière  ligne  menée  rencontre  la  circonférence  en  Xj;  la 
droite  Tx^  détermine  le  point  cherché  Xj.  En  particulier,  les 
points  E,  F  dont  les  projections  e,  f  se  trouvent  à  la  fois  sur 
p  et  sur  la  circonférence,  sont  les  points  doubles  des  deux 
lignées;  car  si  l'on  cherche  leurs  correspondants,  on  obtient 
les  mêmes  points.  De  ce  qui  précède  résulte  la  construction 
suivante  : 

On  projette  depuis  un  point  T  de  la  circonférence  d'un  cercle 
sur  cette  circonférence  trois  paires  de  points  A,  Ai,  B,  Bi,  C,  Ci 
respectivement  en  a,  aj,  b,  bi,  c,  Ci;  puis  on  mène  la  droite  p 
par  deux-  des  trois  intersections  (abi,  aib),  (aCi,  aiC),  (bci,  biC). 
Les  rayons  menés  du  point  T  aux  intersections  de  p  avec  le 
cercle  passent  par  les  points  doubles  E,  F. 

139.  Etant  donnés  deux  paires  de  points  A,  Ai  B,  B,,  et 
un  point  double  E,  construire  le  second  F. 

Projetez  d'un  point  quelconque  S  les  deux  points  A,  B  sur 
une  droite  t^  menée  par  E.  La  droite  qui  joint  le  point  S  avec 


t    A 


l'intersection  Si  de  AjA^.  BiB^  passera   par  F.  En  elïet,  les 
deux  lignées  A,  B,  E,  F  et  A,.  B,.  E,  F   étant   [)erspectives, 
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chacune  avec  Ag,  Bo,  E,  Fg  sont  projectives  entre  elles  et  par 
conséquent  F  est  un  point  double. 

Si  les  deux  lignées  superposées  sont  semblables,  le  point 
E  se  trouve  alors  à  l'infini  (v.  137),  et  la  droite  ^2  devient 
parallèle  à  AB. 

Si  les  deux  lignées  sont  semblables  et  si  de  plus  les  seg- 
ments (AB),  (A,B,)  sont  égaux  et  de  même  signe,  le  point  E 
sera  encore  à  l'infini,  et  fa  restera  parallèle  à  AB,  comme 
dans  le  cas  précédent.  Le  centre  S  étant  pris  à  l'infini,  il  fau- 
dra que  la  droite  SSi  et  par  suite  l'intersection  F  de  SSi  avec 
AB  soient  situées  également  à  l'infini. 

Propriétés    des    points    doubles.   —   1 40.    Le   quotient 
des  rapports  de  simple  section  des  points  doubles 


EX       EX, 


XF       X,F 

E,  F  par  deux   points   correspondants   variables  X,   Xi  a  une 

valeur  constante  égale  à -— -  (v.  98). 

(JF) 

141.  Deux  lignées  projectives  superposées  sont  semblables, 
quand  elles  ont  un  point  double  à  l'infini;  elles  sont,  en  outre, 
égales  et  de  même  sens,  quand  elles  ont  deux  points  doubles  à 
l'infini. 

Ce  théorème  se  démontre  aisément  par  l'impossible. 

142.  Entre  les  segments  (RX)  ou  x  et  (L,X^)  ou  x^,  il 
existe  (v.  87)  une  équation  de  la  forme 

(27)  mxxi  +  nx  -|-  px,  +  q  =  0 

Lorsque  l'origine  L,  coïncide  avec  R,  et  que  x  =  x^,  les 


K  II        E     Oi    0 
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points  correspondants  sont  des  points  doubles.   Ceux-ci  sont 
alors  donnés  par  les  racines  de  l'équation 

(28)  x^  +  ^^iîl  X  4-  -1  =  0 

^  mm 

Le  coefficient  du  second  terme,  pris  négativement,  repré- 
sente la  somme  des  racines,  c'est-à-dire  la  double  distance 
de  l'origine  K  au  milieu  0  du  segment  des  points  doubles; 
le  troisième  terme  est  le  produit  des  racines  ou  des  distances 
des  points  doubles  à  l'origine  K. 

Le  point  0  est  aussi  le  milieu  du  segment  (JIi)  des  points 
limites.  En,  effet,  la  distance  KO  ayant  pour  valeur 


— est  eaale  a  -— 


y       m  m  / 


iim 

c'est-à-dire  à  la  demi-somme  des  longueurs  KJ.  L.Ii  (v.  1 13). 
L'équation  (27),  rapportée  au  point  0  comme  origine,  doit 
être  satisfaite  par  les  trois  couples  de  valeurs 

X  =  (01)  =  -^  ,  X,  =  (01,) 

X  =  (OJ)  =  —  (OIi),         X,  =  (OJ,)  =  '^ 
X  =  (OOj  =  0  ,  X,  =  (00,) 

On  en  déduit  que 

n  =  — m(OI,) 
P  =  m(OI,) 
q  =  -m(OI0(OO0 
L'équation  (28)  des  points  doubles   devient,   grâce  à  ces 
substitutions, 

x^  =  — -^=(0V(00,) 
m 

donc 

(OE)  ou  (OF)  =  ±  \\01i)^00i) 
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Pour  que  le  second  membre  soit  une  quantité  réelle,  il  est 
nécessaire  et  il  sullil  que  les  deux  segments  (Olj),  (OOi)  soient 
de  même  signe;  ainsi 

Les  yoints  doubles  de  deux  lignées  projeclives  superposées 
sont  réels,  lorsque  le  point  Oi  correspondant  au  point  milieu  0 
du  segment  (i[^)  des  points  limites  est  situé  du  même  côté  que 
son  point  limite  I,  par  rapport  au  point  milieu.  Si  tel  n'est  pas 
le  cas,  le  produit  (0I,)(00i)  est  négatif,  et  les  points  doubles 
sont  imaginaires;  néanmoins  leur  milieu  i)  et  le  produit  de 
leurs  distances  à  un  point  quelconque  des  lignées  sont  encore 
deux  quantités  réelles,  qui  les  déter7m?ient  par  l'équation  (38). 

143.  Quand  deux  lignées  projectives  situées  sur  une  même 
droite  n'ont  pas  de  points  doubles  réels,  il  existe  de  part  et 
d'autre  de  cette  droite  un  point  d'où  l'on  voit  sous  des  angles 
égaux  et  formés  dans  un  même  se?is  de  rotation  tous  les  seg- 
ments compris  entre  deux  points  correspondants. 

Soit  0  le  point  milieu  de  (JIi).  Son  correspondant  0^  ne 
doit  pas  être   situé  du  même   côté  que  Ij  par  rapport  à  0, 


-^c«o 


0     XJ      ox  i 


puisque  les  points  doubles  sont  imaginaires.  Prenez  sur  la 
perpendiculaire  en  0  une  longueur  (OS)  moyenne  propor- 
tionnelle entre  (OOj)  et  (OIj).  Je  dis  que  l'angle  XSXj  sous 
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lequel  on  voit  du  point  S  deux  points   correspondants  quel- 
conques X,  X4  a  une  grandeur  constante. 

En  effet,  l'angle  ISIi  =  JSJj  ;  de  plus,  comme 

(OJ)  :  (OS)  =  (OS)  :  (00,). 
les  deux  triangles  rectangles  SOJ,  SOOj  sont  semblables  et 
par  suite  l'angle  OSO,  =  OJS  =  JSJ,.  En  outre,  vu  la  posi- 
tion du  point  0],  l'angle  OSO,  a  le  même  signe  que  JSJ,.  Si 
l'on  tourne  le  faisceau  SI,  SO,  SJ,  SX  d'un  angle  égal  à  ISIi, 
les  trois  premiers  rayons  coïncideront  avec  leurs  correspon- 
dants, et  puisque  les  deux  faisceaux  sont  projectifs,  les  qua- 
trièmes rayons  SX,  SX,  devront  aussi  coïncider.  Donc 
l'angle  XSX,  est  constant. 

144.  La  réciproque  du  dernier  théorème  se  démontre  fa- 
cilement. Or,  les  points  doubles,  tout  en  étant  imaginaires, 
sont  néanmoins  déterminés  par  leur  milieu  0  et  par  le  pro- 
duit (0I,)(00i)  ou  (OS)^;  ils  ne  dépendent  donc  en  aucune 
sorte  de  la  grandeur  de  l'angle  XSX,.  Par  conséquent 

Si  autour  d'un  point  S  on  fait  tourner  dans  un  même  plan 
un  angle  XSX,  de  grandeur  constante,  ses  côtés  détermineront 
sur  une  droite  fixe  deux  lignées  projectives,  X,  X,  qui  auront 
toujours  les  mêmes  points  doubles  (imaginaires),  quelle  que  soU 
la  grandeur  de  l'angle  XSX,. 

145.  Supposons  qu'autour  du  point  S  on  fasse  tourner  un 
angle  de  grandeur  constante,  les  côtés  détermineront  deux 
lignées  projectives  sur  la  droite  infinie  du  plan.  Si  l'on  mène 
autour  d'un  même  point  T  des  rayons  parallèles  aux  côtés  de 
l'angle  mobile,  les  intersecttons  avec  la  droite  infinie  seront 
les  mêmes.  En  vertu  du  théorème  précédent,  les  points  dou- 
bles ne -dépendent  pas  de  la  grandeur  de  l'angle.  Donc 

Tout  angle  qui  tourne  autour  de  son   sommet,  forme  par  les 
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intersections  de  ses  côtés  avec  la  droite  infinie  du  pian  deux 
lignées  projectives,  qui  ont  les  ninnes  points  doubles  imagi- 
naires, quelles  que  soient  la  grandeur  de  l'angle  et  la  position 
du  sommet. 

Deux  faisceaux  projectifs  autour  d'un  point  et  dans  un  plan. 

140.  Lorsqu'une  droite  coupe  deux  faisceaux  projec- 
tifs TA,  TB,..  TA,,  TB,,..  ayant  un  même  sommet  T  et  situés 
dans  un  même  plan,  elle  forme  par  ses  intersections  A,  B,  G,... 
A,,  B,,  Cl,...  deux  lignées  projectives.  Si  X  et  X^  représen- 
tent deux  points  correspondants  de  ces  lignées,  les  rayons  TX, 
TXi  seront  aussi  correspondants,  et  par  suite  les  droites  TE, 
TF  menées  par  les  points  doubles  E,  F  seront  elles-mêmes 
des  rayons  doubles.  Pour  obtenir  ces  derniers,  il  suffira  donc 
de  rechercher  les  points  doubles  E,  F  d'après  le  procédé 
indiqué  plus  haut  (v.  138).  Quand  le  point  T  d'où  l'on 
projette  la  lignée  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  coïncide 


avec  le  sommet  T  des  deux  faisceaux,  la  construction  a  lieu 
comme  suit  : 
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Pour  construire  les  rayons  doubles  e,  f  de  deux  faisceaux 
projectifs  ayant  un  même  sommet  T  et  situés  dans  un  même 
plan,  on  fait  passer  par  le  sommet  T  une  circonférence  de 
cercle;  on  détermine  ensuite  la  droite  p  oii  se  coupent  toutes 
les  paires  de  droites  abi  ,  a^b  menées  par  les  intersections  a,  b 
de  deux  rayons  d'un  faisceau  avec  la  circonférence  et  les 
intersections  correspondantes  a^,  lij,  prises  inversement.  Les 
deux  rayons  qui  aboutissent  aux  extrémités  de  la  corde  p  sont 
les   rayons  doubles  cherchés. 

Quand  les  faisceaux  ont  des  sens  contraires,  il  en  est 
de  môme  pour  les  lignées  A,  B,  G,..  Aj,  Bi,  C^  ;  les  points  E.  F 
et,  par  conséquent,  les  rayons  doubles  sont  alors  toujours 
réels.  Quand  les  lignées  sont  de  même  sens,  les  points  dou- 
bles sont  tantôt  réels,  tantôt  imaginaires  :  les  rayons  doubles, 
qui  aboutissent  à  ces  points,  seront  donc  réels  dans  certains 
cas;  dans  les  autres,  ils  seront  dits  imaginaires. 

Propriétés    des   hayons    doubles.    —    147.   Le  quotient 

Sinfcr)        Sin((\r,)  ,      ■      ,  •       , 

i :  ^^ — —  des  rain)orts  de  simiile  section  des  raijons 

^m(xf)        Sin(.ri/) 

doubles  e,  f  par  deux  rayons  correspondants  variables  x,  x^  a 
une  valeur  constante,  (v.   118). 

148.  Si,  dans  les  deux  faisceaux,  on  prend  pour  origine 
une  même  droite  k,  les  tangentes  x,  Xi  des  angles  compris 
entre  deux  rayons  correspondants  x,  .i-,  et  l'origine  /.•  seront 
liées  entre  elles  par  une  équation  de  la  forme 

mxXi  +  nx  -|-  pxi  +  q  =  0 
Si  de  plus  on  fait  x  =  Xi,  celte  relation  devient 

m  m 

Les  deux  racines  représenteront  les  tangentes  des  angles 
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(kc),  (h'f)  formés  par  les   rayons    doubles   avec   l'origine.  Le 

,    ,  n 

nrocliiit  (les  racines  est  toujours  égal  au  terme  connu :  et 

'  m 

leur   somme    au    coefficient pris  avec  le  siane  moins. 

m 

Soit  0  la  bissectrice  des  rayons  e,  f,    en   d'autres  termes, 

soit 

^2{ko)  =  {h')  4-  (Â/) 

d'où 

^       ■  1 — Tang(k').  ïaiig(/t/)        q — m 

La  bissectrice  o  est  donc  toujours  réelle.  Or,  comme  les 
deux  rayons  e,  f  doivent  satisfaire  aux  conditions 

Tangfc'/).  Tang((y\)  =  Tang(aO.  Tang(ai;i) 

Tang(^/).  Tang'Yii)  =  Tang(«0.  Tang(aiiO 

il  en  résulte  qu'ils  sont  situés  symétriquement  par  rapport  à 

la  bissectrice  de  l'angle  (^i);  les  rayons  doubles  et  les  rayons 

limites  /,  ji  ont  ainsi  une  même  bissectrice.  Donc 

Quelle  que  soit  la  nature  des  rayons  doubles  e,  f,  le  pro- 
duit des  tangentes  des  angles  (ke),  (kf)  formés  par  un  rayon 
quelconque  k  avec  les  élémeîits  doubles  e,  f  a  toujours  une  valeur 
réelle.  De  même,  l'angle  compris  entre  les  rayons  doubles  possède 
dans  tous  les  cas  une  bissectrice  réelle,  qui  est  également  celle 
de  l'angle  {ij{)  formé  par  deux  rayons  limites  non  correspon- 
dants. 

149.  Soient  autour  d'un  point  deux  faisceaux  sup.'^rposés, 
dont  les  angles  correspondants  sont  égaux  chacun  à  chacun 
et  dirigés  dans  le  même  sens.  Ces  deux  faisceaux,  qu'on  peut 
former  par  la  rotation  d'un  angle  de  grandeur  constante,  sont 
coupés  par  la  droite  infinie  du   plan  en  deux  lignées  projeC' 
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tives,  dont  les  points  doubles  sont  imaginaires  et  indépen- 
dants soit  de  la  grandeur  de  l'angle  générateur,  soit  de  la 
position    du    somnnet  (v.   144).  Donc 

Les  rcujons  doubles  imaginaires  de  deux  faisceaux  superpo- 
sés dont  les  aufjles  correspondants  sont  égaux  et  formés  dans  un 
même  sens,  ont  dans  chaque  plan  des  directions  constantes. 

Deux  feuillées  projectives  autour  d'une  même  droite. 

i50.  Etant  données  autour  d'une  même  droite  t  deux 
feuillées  projectives,  si  Ton  mène  un  plan  perpendiculaire  a 
l'arête  commune,  les  intersections  formeront  deux  faisceaux 
projectifs.  Les  plans  qui  passent  par  t  et  par  les  rayons  dou- 
bles e,  f,  ou  par  les  rayons  limites  /,  j,  ii,  ji  seront  respecti- 
vement les  plans  doubles  ou  les  plans  limites  des  deux 
feuillées  et  jouiront  de  propriétés  analogues  à  celles  que  nous 
avons  démontrées  pour  les  faisceaux. 

Lignées  projectives  en  involution. 

Définitiox.  —  loi.  Deux  lignées  projectives  t,  /,  situées 
sur  une  même  droite  sont,  comme  nous  l'avons  vu,  complè- 
tement déterminées  par  trois  couples  de  points  A,  Aj,  B,  B,, 
C,  Cj,  qui  sttnt  arbitraires.  Or,  il  peut  arriver  que  le  point  A 

Al         Xj  Ij     Cl     Z^  Bi 


C         Z      B     J     A     X 

coïncide  avec  C,  et  que  A,  coïnciile  pareillement  avec  C.  En 
d'autres  termes,  les  deux  lignées  f,  r,  peuvent  être  superpo- 
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sées  de  telle  manière  que  les  exlrémités  non  correspondantes 
de  deux  segments  projeclifs  égaux  (AC),  (A,C,)  se  recouvrent. 
Dans  cette  situation  {larticulière,  les  lignées  constituent  ce 
qu'on  appelle  une  involulion  de  points. 

En  généra},  des  lignées  projectices  sont  involutoires  on,  ce 
qui  est  la  même  chose,  elles  forment  une  involution  de  points, 
lorsqu'un  des  points,  considéré  succès  si  cernent  comme  apparte- 
nant à  l'uue  puis  à  f antre  des  deux  lignées,  a,  da?is  chacun 
des  deux  cas,  le  même  point  pour  correspondant. 

Points  conjugués.  —  152.  Soient  deux  lignées  projec- 
tives  t,  r,  superposées,  et  supposons  que  les  points  A,  C  de 
l'une  coïncident  respectivement  avec  les  points  Ci,  A^  de 
l'autre.  Tout  point  X  de  t  peut  être  envisagé  comme  repré- 
sentant un  point  Z^  de  îj.  Puisque  les  deux  lignées  sont  pro- 
jectives,  le  biquotient  (AGXZj  doit  être  égal  à  (A,CiX,Z,)  ou, 
par  suite  de  lliypotiièse,  à  (CAX,X)  ou  bien  encore,  vu  les 
permutations  possibles,  à(ACXXi);  donc  le  point  X,  doit 
coïncider  avec  Z. 

De  là  résulte  qui!  est  permis  d'envisager  un  point  quel- 
conque comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  des  lignées, 
sans  que  sa  projection  change;  c'est  ce  qu'on  exprime  en 
disant  qu'on  peut  dans  une  involution  permuter  deux  lettres 
correspondantes  X,  Xj.  Les  deux  points  dune  même  paire 
sont  appelés  pour  cette  raison  points  conjugués. 

Lorsque  deux  lignées  sont  en  involution,  tout  point  considéré 
comme  appartenant  à  l'une  puisa  l'autre  des  deux  lignées  doit 
avoir  dans  chacun  des  deux  cas  le  même  point  pour  correspon- 
dant. Quatre  points  quelconques  sont  toujours  projectifs  avec 
leurs  conjugués. 

153.  Une  involution  se  trouve  surabondamment  détermi- 
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née  par  deux  paires  de  points  conjugués  A,  A<  B,  B,,  car 
chaque  paire  A,  A^  en  représente  deux  A,  A^,  C,  C,,  et  trois 
paires  suffisent  pour  déterminer  deux  lignées  projectives. 

Point  central.  —  154.  Comme  le  point  infini  des  deux 
lignées  est  à  la  fois  I  et  J^,  il  faudra,  s'il  y  a  involution,  que 
les  points  I,  et  J  coïncident.  Donc 

Dans  deux  lignées  incolutoires,  les  points  limites  \^  et  J  se 
troucent  réunis  en  un  point  J  que  nous  appellerons  le  point 
central  de  l' incolution. 

La  propriété  réciproque  est  une  conséquence  de  la  défini- 
tion; donc 

Deux  lignées  projectives  superposées  de  telle  manière  que  les 
points  limites  J,  Ij   coïncident,   sont  en  involution. 

Points  doubles.  —  155.  Si  dans  une  involution  les  deux 
branches  qui  coïncident,  sont  correspondantes,  les  deux  lignées 
auront  des  sens   contraires  et,   par   conséquent,   des  points 


Bi  F       B       J       A      E  Al 

doubles  réels  (v.  13G).  En  passant  au  besoin  par  linfiiii,  on 
peut  aller  de  A  vers  A,  sans  rencontrer  ni  B  ni  B,  et  vice- 
versâ.  On  dit  alors  que  les  paires  ne  se  séparent  pas.  Dans  ce 
cas,  les  segments  projectifs  égaux  (AA,),  qui  sont  superposés, 
ne  comprennent  pas  les  points  limites  J,  Ij. 

Si,  au  contraire,  les  deux  branches  qui  coïncident  ne  sont 
point  correspondantes,  les  deux  lignées  auront  un  même 
sens,   et  comme  le  segment  (JIj)  est  toujours  moindre  que 

Al     B      J     A     Bi 
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(GH),  il  en  résulte  que  les  points  doubles  seront  toujours 
imaginaires  (v.  1I16).  Les  points  correspondants  sont  situés 
de  part  et  d'autre  du  point  central.  Ce  sont  alors  des  seg- 
ments négativement  projectifs  qui  sont  superposés.  On  remar- 
quera qu'il  n'est  pas  possible  d'aller  diiii  j)()int  A  à  son 
conjugé  A,,  sans  passer  par  Tun  des  points  B,  H,;  en  d'autres 
termes,  les  paires  se  sépareîit.  Donc 

Dans  toute  ini'olution  les  points  doubles  sont  réels,  quand  les 
paires  ne  se  séparent  pas  ;  ils  sont,  en  revanche,  imaginaires 
quand  les  paires  se  séparent. 

Involution  dans  le  polygone  complet  de  quatre  som- 
mets. —  156.  Soient  quatre  points  M,  N,  P,  Q  situés  dans 
un  même  plan.  Si  nous  menons  toutes  les  droites  possibles 


par  deux  quelconques  de  ces  quatre   points,    nous  obtenons 

les  trois  paires  suivantes  : 

1»  MN,  PQ,  qui  se  coupent  en  un  point  a, 
2»  MQ,  NP,  qui  se  coupent  en  un  point  b, 
3o  MP,  NQ,  qui  se  coupent  en  un  point  x. 
Chaque  paire  est  ainsi   représentée  par  les  quatre  lettres 

M,  N,  P,  Q.  L'ensemble  de  ces  droites  constitue  ce  que  nous 
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appellerons  un  yoUjfjone  conipkt  de  quatre  sommets.  Menons 
une  transversale  quelconque  et  soient  A,  A^  ses  intersections 
avec  la  première  paire,  h,  B,  celles  avec  la  seconde  et  X,  X, 
celles  avec  la  troisième.  Les  quatre  points  M,  N,  A,  a  de 
l'unQ  des  droites  MN  sont  projetés  sur  la  transversale  depuis 
les  deux  autres  sommets  P,  Q  d'abord  en  X,  B,  A,  A,  puis 
en  Bj,  Xj,  A,  Aj  ;  donc 

(XBAAi)  =  (B^XiAAi) 
d'où  (v.  53) 

(XBAAO  =  (X,B,A,A) 
Nous  avons,  par  conséquent,  sur  une  droite  deux  lignées 
projectives  telles  que  le  point  A,  considéré  successivement 
comme  appartenant  à  la  première  lignée  et  à  la  seconde,  a, 
dans  les  deux  cas,  le  même  point  A|  pour  correspondant.  De 
là,  le  théorème  : 

Tout  poljjgone  complet  de  quatre  sommets  est  coupé  par  une 
transversale  quelconque  en  trois  paires  de  points  qui  forment 
une  invohition. 

Constructions  d'un  point  conjugué. —  157.  Etant  données 
deuv  lignées  en  involution  par  deux  paires  de  points  A,  Aï, 
B,  Bi,  construire  le  point  X  qui  correspond  à  un  point  donné  X^. 

Premier  procédé.  La  lignée  A,  Ai,  B,  X  devant  être  pro- 
jective  avec  Ai,  A,  Bi,  Xi  à  cause  de  Tinvolution,  la  cons- 
truction du  point  X  pourra  s'effectuer  comme  pour  les  lignées 
superposées  (v.  78,  second  cas). 

Deuxième  procédé.  L'involution  formée  sur  la  transversale 
au  polygone  complet  de  quatre  sommets  nous  donne  égale- 
ment un  moyen  très-simple  de  construire  avec  la  règle  le 
j)oinl  cherché  X. 

Prenez  deux  points  N,  Q  en  ligne  droite  avec  Xt  (v.  la  figure 
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précédente);  joignez  par  des  droites  NA,  NB,  QA,,  QB,,  fun 
de  ces  points  N  avec  un  point  de  chacune  des  deux  paires  don- 
nées, et  l'autre  Q  avec  les  points  conjugués  A^,  B,.  La  droite 
MP  qui  joint  les  intersections  (NA,  QBi),  (XB,  QAj)  des  lignes 
ne  contenant  pas  do  points  conjugués,  passe  par  X. 

Projection  sur  le  cehcle.  —  158.  D'un  point  T  de  la 
circonférence  d'un  cercle  projetons  sur  cette  dernière  deux 
lignées  en  involution  A,  A„  B,  B„  X,  X,...  Les  droites  a,b,  abi 


1),\ç:;/'^;;n;v,    /' 


A,  F  A      BXE  X, 


B, 


qui  joignent  deux  projections  a,  b  à  leurs  correspondantes  ai,  bi 
prises  inversement  se  coupent  sur  une  droite  ])  (v.  110).  De 
même  les  droites  ab,  ajbj  qui  joignent  deux  paires  de  points 
conjugués  se  rencontrent  sur  y.  En  effet,  vu  l'involution,  il 
est  permis  de  regarder  le  point  B  comme  appartenant  à  la 
lignée  t,  et  B^  comme  son  homologue  dans  t;  en  d'aiitres 
termes,  on  peut  désigner  b  par  dj  et  b,  par  d;  or,  l'intersec- 
tion de  ajd,  ad,,  c'est-à-dire  celle  de  ab,  aib^  est  sur  p.  Donc 
Si  d'un  point   T   de  la  circonférence  d'un  cercle  on  projette 
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sur  cette  dernière  en  a,  a,  b,  bj,...  deux  lignées  inioluloires  A, 
Ai,  B,  Bj,...  les  intersections  de  deux  droites  dont  l'une  est  me- 
née par  deux  projections  quelconques  a.  b  et  l'autre  par  les 
points  correspondants  aj,  h^  se  trouveront  toutes  sur  une  droite 
fixe  p. 

159.  En  revanche,  les  droites  aa,,  bb,  menée^  par  les 
projections  correspondantes  concourent  en  un  point  fixe  P.  En 
effet,  soit  T^  un  second  point   pris  sur  la  circonférence  du 


E  XABFB^    A   X, 

cercle.  Puisqu'il  y  a  involulion,  la  lignée  A,  A,,  B,  B,...  est 
projective  avec  la  lignée  A,.  A,  B,,  B,...;  donc  le  faisceau  TA, 
TAi,  TB,  TB,....  est  projectif  avec  le  faisceau  TA,,  TA,  TB,, 
TB,...  et  par  suite  avec  T^a,,  T,a,  T,b,,  Tjb,...  Donc,  toute 
droite  aa,,  qui  joint  les  intersections  (TA,  Tia).(TA,,  T^a,)  de 
deux  rayons  TA,  TA^  du  premier  faisceau  avec  les  rayons 
correspondants  T^a^,  Tia  pris  inversement  passe  par  le  centre 
projectif  P.  De  là,  le  théorème 

Si  d'un  point  T  de  la   circonférence   d'un   cercle  on  projette 
sur  cette  dernière  en  a,  a^,  b,  bj,..  deux  liynées  involutoires  A> 
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Al,  B,  lii,...  h's  droites   an,,  lil)^,    menées  par   les  projections 
correspondantes  se  couperont  toutes  en  un  point  fixe  P. 

Construction  des  points  doubles.  —  1(>0.  Les  deux 
propriétés  précédentes  nous  permettent  de  construire  le  point 
X  conjugué  à  un  point  donné  Xi,  ainsi  que  les  points  doubles 
E,  F,  lorsque  Tinvolution  est  déterminée  par  deux  paires  A, 
A„  B,  B,. 

Premier  procédé.  D'un  point  T  d'une  circonférence  de 
cercle  (v.  la  figure  du  §  158)  projetez  sur  cette  dernière  les 
points  A,  A,,  B,  B,,  X,  en  a,  a,,  b,  b,,  x,  et  menez  la  droite  p 
par  les  intersections  (abj,  a,b),  (ab,  a,b,).  Les  deux  lignes 
ax,,  a,x  devant  se  couper  sur  p,  le  point  x  sera,  par  consé- 
quent, sur  la  droite  ai(aX|,  jj)  et  le  rayon  Tx  déterminera  le 
point  demandé  X. 

Si  l'on  cherche  comme  ci-dessus  le  point  correspondant 
au  point  E  dont  la  projection  e  est  située  à  la  fois  sur  la 
circonférence  et  sur  la  droite  p,  on  trouvera  le  point  E  lui- 
même;  donc  les  rayons  Te,  Tf  menés  du  sommet  T  aux  in- 
tersections de  la  droite  p  avec  la  circonférence,  passent  par 
les  points  doubles  de  l'involution. 

Second  procédé.  D'un  point  T  d'une  circonférence  de 
cercle  (v.  la  figure  du  §  159)  projetez  sur  cette  dernière  en 
a,  ai,...  les  points  donnés  A,  Aj,...  de  l'involution.  La  droite 
xxj  devant  passer  par  le  point  fixe  (aai,  bbi)  ou  P,,  il  suffira 
de  mener  la  droite  Pxi,  qui  rencontrera  la  circonférence 
en  un  second  point  x;  le  rayon  Tx  contient  le  point  cherché  X. 

Ainsi  toute  droite  menée  par  P  rencontre  la  circonférence 
en  deux  points,  qui  peuvent  être  considérés  comme  les  pro- 
jections X,  Xi  de  deux  points  conjugués.    Si  la  droite  menée 
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par  P  est  tangente  au  cercle  en  un  point  e,  la  droite  Te  pas- 
sera par  un  point  double  E. 

Quand  les  paires  A,  A^,  B,  h^,  ne  se  séparent  point,  il  en 
est  de  même  des  projections  a,  ai,  b,  bi  sur  la  circonférence. 
Le  point  P  se  trouvera  conséquemment  hors  du  cercle,  et 
l'on  pourra  mener,  en  général,  deux  tangentes.  Dans  ce  cas, 
les  points  doubles  sont  réels  et  distincts. 

Si  les  deux  paires  de  l'involution  se  séparent,  le  point  P 
devra  se  trouver  à  l'intérieur  du  cercle  et  les  points  doubles 
seront  imaginaires. 

Propriétés  métriques.   —    IGl.  Dans  deux  lignées  pro- 
jectives  on  a  en  général  la  relation  (v.  100) 
(XJ)(XJ,)  =  (E.I)(E,IO 

Si  les  lignées  sont  involutoires  et  si  le  point  E  est  Tun  des 

Xi  F     X      J      A      E  Al 

éléments  doubles,  les  points   limites  J,  I,  coïncideront  ainsi 
que  E,  E,.  L'égalité  ci-dessus  devient  alors 

(XJ)(X,.l)  =  (EJ)^ 
donc 

Le  produit  des  distances  de  deux  points  conjugués  X.  X,  au 
point  central  J  est  égal  au  carré  de  la  dislance  d'un  point 
double  au  point  central. 

1G2.  Réciproquement,  deux  lignées  superposées  dont  les 
points  se  correspondent  un  à  un  seront  en  involulion,  si  le 
produit  des  distances  de  deux  points  correspondants  X,  X,  à  un 
point  fixe  J  est  constant. 

Car  soient  A.  A,  deux  jtoints  correspondants;  on  aura 
(XJ)(X,J)  =  (AJ)(A,J) 
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donc  les  deux  lignées  sont  projectivus  (v.  101);  en  outre,  les 
points  X,  X,  peuvent  être  peimutés;  donc  il  y  a  involution. 

163.  Lorsque  Irais  paires  de  points  A,  A,,  13,  B,,  C,  Ci 
sont  en  inrolution,  quatre  quelconques  de  ces  points  sont  projec- 
tifs  (ii't'C  leurs  conjugués  et,  par  conséquent,  tout  biquotient  de 
quatre  paints  quelconques  est  égal  au  biquotient  analogue 
des  points  conjugués. 

En  etïet,  les  points   A,  A,,  1>,  Cj,    par  exemple,  sont  pro- 


Ai  C      B      J      A    Cl  Bi 

jectifs  avec  Aj,  A,  B,,  G,  puisque  les  biquotients  (AAiBGi), 
(AjABjC)  sont  égaux  (v.  MO). 

164.  Réciproquement,  trois  paires  de  points  correspondants 

A,  Al  B,  B,,  C,  Cl,  situés  sur  une  même  droite,  sont  en  invo- 
lution, lorsqu'un  biquotient  d'un  point  de  chaque  paire  et  d'un 
autre  de  ces  points  est  égal  au  biquotient  analogue  des  points 
correspondants. 

Car  si  l'on  suppose  qu'on  ait  (ABjCAi)  =  (AiBCiA),  la  li- 
gnée A,  Bi,  C,  Al  sera  projective  avec  la  lignée  A^,  B,  G,,  A 
et,  de  plus,  à  un  point  A  de  la  première  et  de  la  seconde  li- 
gnée correspond  le  même  point  Ai  ;  donc  il  y  a  involution 
(V.  151). 

Si  un  point  représente  deux  éléments  correspondants  E,  Ei 
on  aura  une  involution,  dont  E  sera  l'un  des  points  doubles. 

165.  Lorsque  trois  paires  de  points  correspondants  A,  Ai, 

B,  Bi,  C,  Cl  situés  sur  une  droite  sotit  en  involution,  il  existe 
entre  ces  points  les  égalités  suivantes 


i20  SYSTÈMKS    PRIMAIRES 

(AB)(AB,)  _(A,I3)rA,B0 
(AC)(AG,)  (AjCXA.Cj 
(BOfBCO        (B,C)(B,C,) 


(BA)(BAO        (B,A)(B,Ai) 

(CA)rGA^)        (C,A)(C,A,) 


(GB)(CB,)  (C,B)(C,B,) 
(ABO(BG,)(GAO  =  -(AiBjiBjGXGiA) 
(ABJ(BG)(G,AO  =  -(AJ3)(BiG0(CA) 
(AB)(B,GJ(GAt)  =  — (A,Bi)(BG)(GiA) 
(AB)(B,G)(G,A,)  =  — rAiBi)(BCi)(GA) 
et  réciproquement  l'une  q?ielconque  de  ces  égalités  exprime  l'in- 
volutioîi  des  six  points. 

En  effet,  chacune  de  ces  expressions  se  ramène  à  une 
égalité  entre  deux  biqnotients  formés  d'une  manière  analogue 
avec  les  éléments  correspondants.  Ainsi  la  première  est  équi- 
valente à 

(ABCAi)  =  (AiBXiA) 

et  la  quatrième  à 

(AAiBaG)=(AaABGi). 

Or  ces  égalités  sont  une  conséquence  de  linvolution  et  vice- 
versâ  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

166.  Quand  deux  lignées  sont  en  involution.  le  rapport 
de  double  section  (EXXiF)  du  segment  des  points  doubles 


E  X      F        Xi 


par  deux  points  correspondants  quelconques  X,  Xi  est  lou- 

.     ,    .  ,  ,  (EX)         {E\,) 

jours    égal    a  — 1;    car   le    rapport — — - — :  est, 
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ŒJ) 

comme  nous  l'avons  vu  (v.  98),  toujours  é^al  à — -      cl, 

^  .         "•  '^  (JI-;    . 

par  conséquent,  à  — 1,  puisque  le  point  J  est  au  milieu  (Je 

(EF). 

Lorsque  le  biquotienl  (EXXiF)  de  quatre  points  E,X,  X  , 
F  est  égal  à  — l,  on  dit  que  ces  points  forment  une  division 
harmonique  ou  bien  que  les  deux  points  X,  Xi  partagent  har- 
moniqurmi'Nt  le  segment  (EF)  des  deux  autres. 

De  ce  qui  {)récède  résulte  le  théorème  suivant  : 

Dans  deux  lignées  involutoircs,  le  segment  des  points  doubles 
est  divisé  harmonique  ment  par  deux  points  corresponda?ds  quel- 
conques X,  Xi. 

107.  Réciproquement,  deux  lignées  superposées  dont  les 
points  se  correspondent  un  à  un,  seront  en  involution,  lorsqu'un 
segment  (EF)  est  divisé  harmoniquement  par  toutes  les  paires 
de  points  correspondants  X,  Xi. 

En  effet  de  l'égalité 

(EX)  ,    (E\) 


on  déduit  que 


(XF)  ■    (XiFj 

(EXO      (EX; 


=  — i 


(X,F)        (XF) 
d'où  iE\\,F)  =  (EXiXF) 

donc  il  y  a  involution  (v.  104),    et   les    points  E,   F  en  sont 
les  éléments  doubles. 

Propriétés  des  lignées  involutoires  a  points  doubles 
IMAGINAIRES. —  168.  Lorsque  les  points  doubles  de  deux  lignées 
involutoires  sont  imaginaires,  il  existe  deux  points  d'où  l'on 
voit  sous  des  angles  droits  formés  dans  un  même  sens  les  seg- 
ments (XXi)  compris  entre  les  points  conjugués. 
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Sur  une  perpendiculaire  élevée  au  point  central  J  prenez 
une    longueur    (JS)  dont   le    carré   soit    égal    au    rectangle 


Al         Bi    Xi    .i      A     B  X 

(AJ)(AiJ).  Le  rectangle  (XJ)(XiJ)  étant  constant  et  par  suite 
égal  à  (AJ)(AiJ)  ou  à  (JS)^  l'angle  XSXi  sera  toujours  droit 
et  formé  djins  un  même  sens  (v.  143). 

169.  Réciproquement,  lorsqnim  angle  droit  XSXi  tourne 
dans  un  plan  autour  de  son  sommet,  les  deux  côtés  déterminent 
sur  une  droite  fixe  deux  lignées  inculutoires  X,  X^  dont  les  points 
doubles  sont  imaginaires. 

En  effet,  soit  J  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  S  sur  la  droite  des  lignées.  On  aura 

(XJ)(X,J)  =  (SJj^=(AJ)(A,J) 

donc  les  deux  lignées  sont  involutoires  et,  de  plus,  les  points 
doubles  seront  imaginaires,  puisque  les  paires  A,  A^,  X,  Xi 
se  séparent. 

Equation  de  l'involution  sur  une  droufe.  —  170.  Nous 
avons  vu  qu'entre  les  segments  (KX)  ou  x  et  (KXi)  ou  Xi  de 
deux  lignées  projectives  superposées,  il  existe  une  relation 
de  la  forme 

mxxi  -{-  nx  +  pxi  -r  q  =  0 

S'il  y  a  iuvolution,  il  faut  qu  un  point  considéré  successi- 
vement comme  appartenant  aux  deux  lignées  ait  chaque  fois 
le  même  point  correspondant;  en  dautres  termes,  il  faut  que 
les  valeurs  dexetdeXj,    déduites   de   l'équation  précédente» 
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soient  égales,  quand  on  remplace  dans  les  deux  cas  la  variable 
indépendante  par  une  même  quantité.  On  en  conclut  (jue  les 
coetficients  n  et  p  doivent  être  égaux.  Donc 

Lorsque  deux  lignées  sont  en  involution,  il  existe  entre  les 
segments  x,  Xi  formés  par  chacun  des  points  correspondants 
X,  Xj  avec  un  point  fixe  de  la  même  droite  une  relation  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  variables  et  qui  est  de  la  forme 

mxx^  +  n(x  +  X,)  H"  q  ==  0 

La  proposition  réciproque  se  démontre  facilement. 
171.  Si  nous  prenons  pour  origine  des  segments  le  point 
central,  où  se  trouvent  réunis  les  points  limites  J,  Ii,  l'équa- 
tion ci-dessus  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  suivantes 
x  =  0,  Xi  =  ^ 

X  =  "^,  Xi  =  0 

On  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  la  relation  entre  les  deux 
lignées  involutoires  est  exprimée  par  une  équation  de  la 
forme 

mxxi  +  q  ^  0 

Division  harmonique  sur  une  droite.  —  172.  Quatre 
points  E,  F,  X,  Xi  situés  sur  une  droite  t  forment  une  divi- 
sion harmonique,    lorsque  le  rapport  de  double  section  du 


E  X      F       Xi 

segment  (EF)  par  les  points  X,  Xj  est  égal   à  — 1,  c'est-à- 
dire,  lorsque 

iHL  .   (EX,) 

^"  •*  (XF)    •      (X,F) 
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Cette  égalité  est  équivalente  avec  les  sept  suivantes 
(30)  ^^^'         '^f>  ■ 

(31) 

(32) 


(EX,)    • 

(FXo  ~ 

(EX,) 

ŒX) 

(X,FJ    • 

(XF) 

(EX) 

(EX,) 

(XF) 

(X,F) 

(KE)  +  rKX) 

(KE)  4-  fKX,) 

— (KX)  +  (KF)     ■ 

— (KXO  -r  (IvFj 

X,        F    X    : 

f      K     E 

(33)     :,'^\''  :      : ':■=-! 


où  K  est  un  point  quelconque  de  t  (v.  86), 
(34)*  (XJ)(X,J)  =  (EJ)2 

où  J  est  le  milieu  du  segment  (EF). 

1  l  2 

(35)* 


(36)^ 


(EX)     '     (EX,)  (EF) 

(EX)         (EX)— (EF) 


(EXi)        (EF)— (EXi) 

173.  Une  première  conséquence  de  la  définition  précé- 
dente est  qu  une  division  harmonique  ?i'est  point  modifiée  par 
la  projection.  En  d'autres  termes,  si  deux  lignées  de  quatre 
points  chacune  sont  projectives,  et  si  fune  d'elles  forme  une 
division  harmonique,  il  en  sera  de  même  de  l'autre,  puisque 
leurs  biquotients  analogues  sont  égaux. 

174.  L'égalité  (30)  montre  que 


(■)  De  réiralité  (o^)  on  déduit  (3.i)  en  prenant  rorigine  K  en  J;  de  la 
môme  égalité  on  déduit  encore  (35)  et  (3G)  en  >uppoVant  que  le  point  K 
coïncide  avec  E. 
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Si  les  points  \,  X^  divisent  harmoniqnement  la  longueur 
(EF),  les  points  E,  F  diviseront  harmoniquement  la  longueur 
(XX,). 

Les  deux  premiers  points  sont  dits  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  antres  E.  F;  ces  derniers  sont  donc 
également  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  X,  Xj. 

175.  Une  division  harmonique  nest  pas  détruite  par  la 
liermutation  de  deux  points  conjugués;  car  si,  par  exemple, 
(EXX,F;  =  — 1,  le  biquotient  {EX,XF)  aura  la  même  valeur 
en  vertu  de  l'égalité  (31). 

176.  Réciproquement,  si  la  valeur  d'un  biquotient  de  quatre 
points  distincts  n'est  pas  modifiée  par  la  permutation  de  deux 
lettres,  les  quatre  points  formeront  une  division  harmonique. 

En  effet,  soit  (EXXiF)  =  (EX,XF)  ;  on  en  conclut  que  les 
points  E,  X,  Xi,  F  forment  une  involution,  dont  les  points  non 
permutés  sont  les  éléments  doubles  (v.  164).  Donc  X,  X,  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapporta  E,  F  (v.  106). 

177.  Dans  toute  division  harmonique  deux  points  conjugués 
partagent  le  segment  des  deux  autres  en  parties  proportionnelles, 
abstraction  faite  des  signes,  et  réciproquement. 

Cette  propriété  résulte  de  l'égalité  (3::2),  qui  est  équiva- 
lente à  (29).  Les  signes  des  deux  membres  de  (32)  étant 
contraires,  il  faut  que  l'un  des  points  X  soit  à  l'intérieur  du 
segment  (EF)  et  l'autre  point  Xj  à  l'extérieur;  en  d'autres 
termes,  les  paires  de  points  conjugués  se  séparent. 

178.  L'égalité  (34)  nous  apprend  que 

Lorsque  quatre  points  sont  harmoniques,  le  rectangle  des  dis- 
tances de  deux  points  conjugués  au  point  milieu  des  deux  autres 
est  équivalent  au  carré  construit  sur  la  demi-distance  de  ces 
derniers,  et  réciproquement. 
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179.  L'égalité  (35)  peut  se  traduire  ainsi  : 

Lorsque  quatre  points  forment  une  division  harmonique,  la 
valeur  réciproque  de  la  distance  d'un  point  à  son  conjugué  est 
la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  réciproques  des  distances 
du  premier  point  aux  deux  autres,  et  réciproquement. 

La  longueur  (EF)  est  appelée  pour  cette  raison  la  moyenne 
harmonique  des  distances  (EX),  (EXi). 

180.  Enfin  l'égalité  (36)  donne  naissance  au  théorème 
suivant  : 

Si  quatre  points  E,  X,  F,  X,  sont  conjugués  harmoniques, 
et  si  l'on  prend  pour  origine  le  premier  point  E,  les  trois  seg- 
ments (EX),  (EF),  (EXj)  satisferont  a  la  proportion 

1er  segment  :  3^  =  (1er — 2^)  :  (2^—3^) 
et  réciproquement  *. 

181.  Supposons  que  les  deux  points  E,  F  soient  fixes;  et 
voyons  de  quelle  manière  varie  le  point  X,,  quand  son  con- 
jugué X  parcourt  la  droite  EF.  Si  le  point  X,  est  à  l'infini  en 

T    .  (E^i)  ,  .     .       (EX)   ,  .    . 

J^,  le  rapport ———r- a  pour  valeur  — 1,  donc-r— -  doit  être 

(XjrJ  (Xr  ) 


Bi  F       B       J       A      E  Al 

égal  à  +1  ;  en  d'autres  termes,  le  point  conjugué  se  trouvera 


(')  Si  l'on  fait  vibrer  simultanément  trois  cordes  de  môme  nature  et 
dont  les  longueurs  sont  proportionnelles  aux  nomiires  1,  i/ô.  Hf.^.  on  pro- 
duit l'accord  parlait  majeur  (ut,  mi.  sol).  Les  vibrations  des  trois  cordes 
recommencent  ensemble  après  quatre  vilirations  de  la  première:  c'est  la 
combinaison  la  plus  iKtrmonieuse.  parce  que  sa  période  e>t  la  plus  courte 
et  ses  rapports  les  plus  sintples. 

La  proitortion  ci-dessus  clant  satisfaite  parleslongueursdes  trois  cordes, 
a  reçu  des  anciens  le  nom  de  proportion  luirmonniue.  Si  ces  longueurs 
sont  porlées  sur  une  droue  à  partir  d'un  point  et  dans  le  même  sens,  les 
quatre  extrémités  formeront  une  division  liarmoni(jue. 
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nécessairement  au  milieu  de  (EF),  en  J.  A  mesure  que  X^  se 
meut  vers  l'un  des  points  doubles  E,  le  correspondant  X  s'en 
rapproche  également,  et  quand  X,  coïncide  avec  l'un  des 
points  doubles  E.  le  point  X  doit  également  coïncider  avec 
lui.  De  même,  si  X,  décrit  le  segment  (E.I),  le  correspondant 
X  parcourra  la  portion  intînie  (EJ,)  qui  ne  comprend  pas  le 
point  double  F.  De  là  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

Dans  toute  dicision  harmonique,  si  fun  des  points  est  à  fin- 
fiîii,  le  conjugué  doit  être  au  milieu  des  deux  autres  ;  et  si  deujc 
points  coïncident,  un  troisième  point  doit  également  coïncider 
avec  eux;  enfin  deux  points  conjugués  sont  situés  d'un  même 
côté  par  rapport  au  point  milieu  des  deux  autres. 

18:2.  Etant  donnés  trois  points  E,  F,  Xj,  en  construire  un 
quatrième  X  qui  soit  conjugué  harmonique  de  l'un  d'eux  X^ 
par  rapport  aux  autres. 

Prenez  deux  points  M,  Q  en  ligne  droite  avec  Xj  et  joi- 
gnez par  des  droites  chacun  de  ces  points  avec  E,  F.  La  se- 


M 
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conde  transversale  NP  du  «uiadrilatère  formé  passe  par  le 
point  cherché  X. 

Cette  construction  se  déduit  de  celle  que  nous  avons  indi- 
quée pour  l'involution  (v.  157),  en  supposant  que  les  paires 
données  soient  les  points  doubles  E,  F.  On  sait,  d'autre  part 
(v.  160),  que  deux  points  conjugués  partagent  harmonique- 
ment  le  segment  des  points  doubles. 

183.  Le  polygone  complet  de  quatre  sommets  M,  N,  P,  Q 
est  composé  de  trois  paires  de  droites  qui  se  coupent  encore 
en  trois  points  E,  F,  x  :  ces  derniers  sont  appelés  points  dia^ 
gonaux,  et  les  droites  EF,  Ex,  Fx  sont  les  diagonales  du  po- 
lygone. La  propriété  précédente  peut,  grâce  à  ces  défmitions> 
s'énoncer  ainsi  : 

Toute  diagonale  EF  d'un  yohjgone  complet  de  quatre  som- 
mets M,  N,  P,  Q  est  coupée  par  les  côtés  du  polygone  en  quatre 
points  E,  F,  X,  X^,  qui  forment  une  division  harmonique. 

Faisceaxix  projectifs  en  involution. 

Définition.  —  184.  Deux  faisceaux  projectifs  superposés 
(cest-à-dire  situés  dans  un  même  plan  et  autour  d'un  mi'me 
point)  sont  en  involution  ou  forment  une  involution  de  droites, 
lorsqu'un  des  rayons,  considéré  successivement  comme  apparte- 
nant à  l'un  puis  à  l'autre  des  deux  faisceaux,  a  dans  chacuji 
des  deux  cas  le  même  rayon  pour  correspondant. 

Eléments  conjugués.  —  185.  Si  Ion  coupe  par  une 
transversale  deux  faisceaux  projectifs  en  involution,  les  lignées 
des  intersections  seront  involutoires,  puisque  les  intersections 
de  la  transversale  avec  les  deux  rayons  susceptibles  de  per- 
mutation pourront  également  être  permutées  Tune  avec  l'autre. 
Les  deux  faisceaux  étant  perspectifs  avec  les  deux  lignées,  il 
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en  résulte  que  les  rayons  menés  par  les  points  correspon- 
dants se  correspondront  aussi.  Or,  dans  les  lignées,  deux  élé- 
ments correspondants  quelconques  peuvent  être  permutés;  il 
en  sera,  par  conséquent,  de  même  des  faisceaux.  Donc 

Lorsque  deux  faisceaux  sont  eu  involution,  tout  rayon,  con- 
sidéré comme  appartenant  à  l'un  puis  à  l'autre  des  deux  fais- 
ceaux, doit  avoir  dans  chacun  des  deux  cas  le  même  rayon  pour 
correspondant. 

Deux  rayons  qui  se  correspondent  s'appellent,  en  consé- 
quence, rayons  conjugues. 

186.  Si  une  involution  de  droites  est  déterminée  par  deux 
paires  de  rayons  conjugués  a,  a^,  h,  hi,  le  rayon  x  corres- 
pondant au  rayon  donné  Xi  peut  s'obtenir  de  la  manière  sui- 
vante : 

On  mène  une  transvei-sale  qui  coupera  les  droites  données 


:XABFB    A  X 


en  une  involution  de  points  A,  Aj,  B,  B,,  X;  on  construit 
ensuite  le  point  X  conjugué  à  X^.  Le  rayon  qui  passe  par  le 
point  X  est  l'élément  cherché. 
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Eléments  doubles.  —  187.  Dans  l'involution  de  points 
formée  sur  une  transversale  à  deux  faisceaux  involutoires  se 
trouvent  toujours  deux  éléments  doubles  E,  F,  qui  peuvent 
être  réels  ou  imaginaires.  Les  rayons  qui  passent  par  ces 
points  sont  également  des  rayons  doubles.  La  construction  de 
ces  derniers  se  ramène  donc  à  la  recherche  des  points  dou- 
bles de  deux  lignées  involutoires  (v.  100);  cependant,  elle 
sera  simplifiée  si  l'on  projette  les  points  de  la  transversale 
depuis  le  sommet  T  des  faisceaux  superposés. 

Donc  pour  construire  les  rayons  doubles  d'une  involution  de 
droites  TA,  TA^,  TB,  TB,, . .  on  décrit  par  le  sommet  T  une 
circonférence,  qui  coupe  les  rayons  respectivement  ewa.  a,,  b.  bj... 
Les  droites  aa^,  bbi,...  concourent  en  un  point  V;  et  les  intersec- 
tions (ab,  a^bi),  (ab^,  axb),...  sont  sur  une  droite  p.  Les  rayons 
TE,  TF  qui  passent  par  les  contacts  e,  f  des  tangentes  menées 
du  point  P  ou  par  les  extrémités  de  la  corde  p,  sont  les  l'ayons 
doubles  de  l'involution.  Ces  éléments  doubles  sont  réels,  quand 
les  paires  de  rayons  conjugués  ne  se  séparent  pas;  ils  sont, 
en  revanche,  imaginaires,   quand  les  paires  se  séparent. 

Eléments  rectangulaires.  —  188.  Les  deux  rayons  me- 
nés par  les  extrémités  du  diamètre  dont  le  prolongement  con- 
tient le  point  P  (voyez  la  figure  précédente),  sont  conjugués 
et  font  entre  eux  un  angle  droit.  Ces  deux  rayons  sont  tou- 
jours réels,  quelle  que  soit  la  nature  de  Tinvolution;  ce  sont 
du  reste  les  rayons  limites  i,j,  /,,  /j.  qui  coïncident  inverse- 
ment. 

Le  diamètre  qui  passe  par  le  point  P  partage  en  deux  par- 
ties égales  les  arcs  compris  entre  les  contacts  :  on  en  conclut 
que  les  rayons  7,  ;',  sont  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  rayons  doubles  TE,  TF.  Donc 
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Dans  deux  faiscmiix  projcctifs  en  involution,  il  y  a  toujours 
une  paire  de  rayons  conjugués  j,  jj,  qui  se  coupent  à  antjle 
droit;  ces  rayons  sont  les  bissectrices  des  a7igles  formés  par 
les  éléments  doubles. 

Involution  rectangulaire.  —  189.  H  peut  arriver  que 
le  point  P,  où  se  coupent  toutes  les  droites  aai,  bbi,...  me- 
nées par  les  intersections  des  rayons  conjugués  avec  la  cir- 
conférence, se  trouve  lui-même  au  centre  du  cercle.  Ce  cas 
se  présente,  quand  les  cordes  aa,,  bb^  sont  des  diamètres, 
c'est-à-dire  quand  les  rayons  conjugués  TA,  TAi  sont  rectan- 
gulaires, ainsi  que  TB,  TB^.  Mais  alors  toutes  les  droites 
xxj,...  devant  passer  par  le  centre  P,  il  en  résulte  que  deux 
rayons  conjugués  quelconques  se  coupent  à  angle  droit.  C'est 
là  ce  qu'on  appelle  une  involution  rectangulaire.  Donc 

Lorsque  dans  une  involution  de  droites  deux  rayons  sont 
jjerpendiculaires  à  leurs  conjugués,  il  en  est  de  même  de  tous 
les  autres. 

190.  Réciproquement,  deux  faisceaux  T  qui  peuvent  être 
engendrés  par  les  deux  côtés  d'un  angle  droit  tournant  dans 
un  plan,  forment  une  involution  rectangulaire. 

En  effet,  soient  TA,  TA,  une  position  de  l'angle  droit  et 
TB,  TB,  une  autre.  Ces  deux  paires  de  rayons  déterminent 
une  involution,  qui  doit  être  rectangulaire  en  vertu  du  der- 
nier théorème  et  qui  est  conséquemment  identique  avec  les 
deux  faisceaux  T. 

Propriétés  métriques.  —  191.  Des  démonstrations  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  données  pour  les  lignées  invo- 
lutoires  nous  permettent  d'énoncer  les  propriétés   suivantes  : 

Dans  une  involution  de  droites  le  produit  des  tangentes  des 
angles  que  forment  deux  rayons  conjugués  quelconques  avec  l'un 
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des  raijons  j,  jy  de  la  paire  rectangulaire  est  constant  (v.  161). 

192.  Réciproquement,  deux  faisceaux  superposés  dont  les 
rayons  se  correspondent  un  à  un,  sont  incolutoires,  quand  le 
produit  des  tangentes  des  angles  formés  par  deux  rayons  cor- 
respondants quelconques  avec  un  rayon  fixe  est  constant  [s A^'^). 

193.  Dans  une  incolution  de  droites  tout  biquotient  de  quatre 
rayons  quelconques  est  égal  au  biquotient  analogue  des  rayons 
conjugués  (v.  163). 

194.  Réciproquement,  si  trois  paires  de  droites  situées  dans 
un  plan  autour  d'un  point  sont  telles  qu'un  biquotient  d'un 
rayon  de  chaque  paire  et  d'un  quatrième  rayon  soit  égal  au, 
biquotient  analogue  des  éléments  correspondants,  les  trois  paires 
de  droites  seront  en  incolution  (v.  164). 

195.  Lorsque  trois  paires  de  droites  a,  a^,  b,  b^,  c,  q  si- 
tuées dans  un  plan  autour  d'un  point  sont  en  incolution,  il 
existe  entre  ces  droites  les  égalités  suivantes  : 

Sin(ab)S\n(abJ  'è\uCa^b).^\n{aibi) 

^iu{acj.'è'ïn(aci)  Sin(«c).Sin(rtiCi) 

Sin(6c).Sin(/jCi)  Sin(6,  <.').Sinf'6iCiJ 

Sin(6«).Sin(^6ai)  Siiif6ia).Sin(6ifli) 

Sin(ca).Sin(cai)  Sin(cia).SinfCiai) 


Sin(c6;.Sin(c6i)  Sin(Ci6j.Sin((;i6i) 

Sin(«6J.Sin(6ci).Sin(cai)  =  — Sin(ai6J.Sin(6iC).Sin(Cia) 
Sin(a6i).Sin(6c).Sin(ciflj^  =  — Sin(ai6j.Sin(6iCi).Sin(ca) 
Sin(rti>).Sin(6iCi).Sin(cfli)  =  — Sin(ai6i).Sin(6c).Sin(Cirt) 
Sin(rt6).Sin(6ic).Sin(ci«,)  =  — Sin(a,6,).Sin(6c,).Sin(ca) 

et  réciproquement  l'une  quelconque  de  ces  égalités  exprime  l'in- 

volution  des  six  droites  (v.  165). 

196.   Dans   deux  faisceaux   en    incolution    le   rapport   de 

double  section  des  rayons  doubles  par  deux   rayons  correspon- 
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dants  quelconques  est  égal  à  — 1,  en  d'autres  termes,  l'angle 
des  rayons  doubles  est  partagé  harmoniqaement  par  deux  rayons 
quekonques  correspondants  [w    l(>Oj. 

197.  Uéciproquemcnt,  deux  faisceaux  superposés,  dont  les 
rayons  se  correspondent  un  à  un,  seront  en  involution,  lorsqu'un 
angle  (ef)  est  divise  harmoniquement  par  toutes  les  paires  de 
rayons  correspondants  (v.  167). 

Equation.  —  198.  Si  l'on  représente  par  x,  Xj  les  tan- 
gentes des  angles  que  forment  deux  rayons  conjugués  chacun 
avec  un  rayon  quelconque,  on  démontrera  comme  pour  les 
lignées  involutoires  qu'il  existe  entre  x  et  x,  une  relation  de 

la  forme 

nixX|  -f-  n(x  -h  X,)  +  q  =  0 

et  que  si  l'on  prend  pour  origine  l'un  des  rayons),  ji  de  la 
paire  rectangulaire,  l'équation  devient 

mxx,  +  q  =  0 
199.  Les  propositions  réciproques  sont  également  vraies. 
Division  harmonique  autour  d'un  point.  —  200.  Quatre 
droites  e,  f,  x,  x^  d'un  faisceau  T    forment  une  division  har- 
monique, lorsque  le  rapport  de  double  section  de  l'angle  {ef) 
par  les  rayons  x,  Xi  est  égal  à  — 1,  c'est-à-dire,  lorsque 

Sin(e.r)        Sin(ej?i)  

Sin(j'/')    '    Sin(j[;,/) 
Cette  égalité  est  équivalente  avec  les  sept  suivantes  : 
^'m(xe)  Sin(.r/") 

Sin(t;.r,)    '      Sin(/>,) 
Sin(ej-i)       Sin(ej:) 
Sin(xi/")   '  S'\n{xf) 
Sin(ej')  Sin(ej:i) 

Sin(j'/)  S'm{x^f) 
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— Tangf/te)  -j-  Taiigf/r.x)     — Tangf/cf?)  +  Tang(Â-a:i) 


=  — 1 


— Tang(A-a^-;  +  Tang(A/)  *   — Tanga-Jt:i;4-Taiig(A/j 
où  A-  est  un  rayon  quelconque  du  faisceau  T  (v.  8G). 

Tang(a;y).Tang(:rj)  =  Tâng^Çej) 
où  j  est  l'une   des   bissectrices   des  angles   formés   par   les 
rayons  e,  f. 

Il  2 

"T  7? 


Tang(£;:c)       ïang(ej;i)       Tang  ((?/') 
Tang  (ex)  __    Tang  (ex)  — Tangfé'/) 
Tang(cj;i)       Tang(c/j — Tang(<^a;i) 

201.  Si  donc  les  rayons  x,  Xi  divisent  harmoniquement 
l'angle  (ef),  les  rayons  e,  f  diviseront  harmoniquement  l'angle 
(xXi),  Les  droites  x,  Xi  sont  dites  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  autres  e,  f  et  ces  dernières  sont  également 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  x,  x,.  Il  est  évident 
qu'une  division  harmonique  de  droites  n'est  point  détruite 
par  la  projection,  et  qu'elle  forme  également  une  division 
harmonique  de  points  sur  une  transversale  quelconque,  puis- 
que les  biquotients  analogues  sont  égaux.  Réciproquement, 
si  l'on  joint  par  des  droites  quatre  points  harmoniques  avec 
un  point  quelconque,  le  faisceau  obtenu  forme  une  division 
harmonique.  Cette  propriété  permet  de  construire  le  qua- 
trième rayon  d'un  faisceau  harmonique. 

202.  Lorsque  la  valeur  d'un  biquotient  de  quatri-  rayons 
7i'esl  pas  modifiée  par  la  permutation  de  deux  lettres,  les  quatre 
rayons  doivent  former  une  division  harmonique  (v.  \li\). 

203.  DetfX  droites  e,  f  et  les  bissectrices  x,  x^  de  leurs 
angles  forment  une  dioision  harmonique,  en  vertu  des  défini- 
tions. 

204.  Réciproquement,   quand  deux  droites  rectangulaires 
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sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  deux  autres,  elles 
sont  bissectrices  des  anyles  formés  par  ces  dernières. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  dans  deux  faisceaux  involu- 
toires  il  existe  une  seule  paire  de  rayons  conjugués  perpen- 
diculaires l'un  à  l'autre,  quand  les  élémenis  doubles  sont 
réels.  Or,  ces  droites  rectangulaires  partagent  harmonique- 
ment  les  rayons  doubles  et  en  sont  les  bissectrices  (v.  190). 

205.  Quatre  droites  MN,  NQ,  QP,  PM  situées  dans  un 
plan  (v.  la  fig.  du  §  182),  constituent  un  polygone  complet  de 
quatre  côtés,  lequel  a  six  somm«>ts  M,  N,  P,  Q),  E,  F,  trois 
diagonales  EF,  Ex,  Fx  et  trois  points  diagonaux  X,  X,  x.  Ces 
derniers  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

Si  dans  un  polygone  complet  de  quatre  côtés  MN,  NQ,  QP,  PM, 
l'on  joint  par  des  droites  an  point  diagonal  x  avec  les  six  som- 
mets M,  N,  P,  Q,  E,  F,  on  obtient  un  faisceau  harmonique  de 
quatre  rayons. 

En  effet,  le  faisceau  xE,  xF,  xX^,  xX  est  coupé  par  la 
droite  EF  en  quatre  points  harmoniques  (v.  183). 

Feuillées  projectives  en  involution. 

20G.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  à  l'occasion  des 
faisceaux  involutoires  s'applique  également  aux  feuillées  en 
involution  avec  les  seules  modifications  nécessitées  par  la 
nature  différente  des  systèmes  primaires. 

Résumé. 

207.  Nous  avons  montré  précédemment  (v.  90)  que  deux 
lignées  sont  projectives,  quand  leurs  points  se  correspondent 
un  à  un  et  ne  sont  point  unis  par  une  relation  de  nature 
transcendante.   Après  avoir  construit  trois  paires  de  points 
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correspondants  conformément  aux  données  de  la  question, 
nous  pourrons  avec  la  règle  obtenir  dans  une  des  lignées  le 
point  qui  correspond  à  un  point  connu  de  l'autre  (v.  78). 

Si  les  deux  lignées  projectives  sont  superposées,  il  faudra 
construire  également  trois  paires  de  points  correspondants, 
ce  qui  permettra  d'obtenir  une  quatrième  paire  quelconque 
avec  la  règle  (v.  78)  et  de  déterminer  en  outre  les  points 
doubles  au  moyen  d'un  cercle  (v.  160). 

Enfin,  deux  lignées  superposées  forment  une  involution, 
lorsqu'elles  sont  projectives  et  qu'un  point,  considéré  succes- 
sivement comme  appartenant  à  l'une  puis  à  l'autre  des  deux 
lignées,  a  chaque  fois  le  même  point  pour  correspondant. 
Dans  ce  cas,  il  suffira  de  posséder  seulement  deux  paires 
d'éléments  correspondants  pour  pouvoir  construire  le  point 
qui  correspond  à  un  point  donné  (v.  157),  ainsi  que  les  deux 
points  doubles  (v.  160). 

Si  Tune  des  lignées  ou  toutes  les  deux  sont  remplacées 
par  un  autre  système  primaire  (faisceau  ou  feuillée),  nous 
pourrons  couper  ce  dernier  par  une  droite  transversale,  et  la 
question  se  ramènera  à  l'un  des  cas  précédents. 

Cette  manière  d'envisager  les  relations  de  deux  systèmes 
primaires  projectifs  permet  de  résoudre  un  grand  nombre  de 
problèmes  d'après  une  méthode  simple  et  uniforme.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples. 

208.  Etant  données  trois  droites  fixes  t,  t^,  L  'rtin  faisceau, 
si  fou  trace  un  cercle  variable  dont  la  circonférence  passe 
par  le  sommet  du  faisceau,  et  dont  le  centre  X^  se  meut  sur 
ta,  les  cordes  Xi  X  menées  par  les  secondes  intersections  avec 
/j,  t  seront  parallèles. 

A  chaque  point  Xi  de  f,  correspond  un  seul  point  X   sur 
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/  et  vice-versà;  de  plus,  les  équations  du  cercle  variable,  et 
des  droites  t,,  t  sont  algébriques,  et  par  suite  la  relation 
entre  X,  et  X  n'est  pas  de  nature  transcendante;   donc  les 


- .--i^ 


deux  lignées  ^i,  t  sont  projectives.  En  outre,  au  point  infini 
de  t^  correspond  le  point  infini  de  t;  donc  les  lignées  ^i,  t 
sont  semblables.  Enfin,  le  sommet  du  faisceau  représente 
deux  points  correspondants;  donc  les  lignées  fj,  ^  sont  en 
perspective,  et  comme  le  centre  de  perspective  est  situé  sur 
la  droite  infinie  1,1,  il  doit  être  lui-même  à  l'infini;  en  d'autres 
termes,  les  cordes  XjX  sont  parallèles. 

209.  Si  une  droite  x  se  meut  de  telle  manière  quelle  forme 
avec  deux  rayons  fixes  t,  t^  d'un  faisceau  C  tm  triangle  XGXj 
de  grandeur  constante,  les  lignées  des  intersections  X,  Xi  seront 
projectives. 

A  chaque  point  X  de  t  correspond  un  seul  point  X,  sur  t^ 
et  vice-versâ;  de  plus,  les  relations  ne  sont  pas  de  nature 
transcendante;  donc  les  lignées  t,  f,  sont  projectives.  On  peut 
aussi  le  démontrer,  en  exprimant  que  la  surface  double  du 
triangle  formé,  c'est-à-dire  (GX)(GX4).Sin(ffi),  a  une  valeur 
constante  (v.  101). 
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210.  Etant  donnés  dans  un  plan  un  angle  XCXj  et  deux 
points  fixes  T,  T,  en  ligne  droite  avec  son  sommet  C,  si  autour 
d'un  point  fixe  T^  on  fait  tourner  une  transversale,  qui  ren- 
contre les  côtés  de  l'angle  en  X  et  \^,  le  point  de  concours  X^ 
des  deux  droites  TX,  TiX,    décrira   une  droite  s^. 

En  effet,  les  faisceaux  T,  T^  sont  en  situation  de  perspec- 
tive,  puisqu'ils   sont  respectivement    projectifs    avec    deux 


lignées  projectives  CX,  CXj,  et  qu'en  outre  les  rayons  super- 
posés TC,  TiG  se  correspondent. 

21 1.  Etant  donnés  deux  points  S,  T  et  deiur  droites  t,  ?,,  on 
demande  de  trouver  sur  ces  droites  deux  points  E,  E,  tels  que 
le  segment  (EE,)  soit  vu  des  points  T,  S  sotis  des  angles  donnés 
a,  b. 

Prenez  sur  f,  un  point  X,  et  menez  par  S  et  par  T  deux 
droites  SX,  TX^  qui  fassent  respectivement  avec  X,S,  X,T 
des  angles  X^SX,  XjTX^  égaux  à  a  et  à  b;  soient  X,  Xo  les 
intersections  avec  t. 

Si  X,  parcourt  la  droite  ?,,  les  points  X  et  X^  décriront  la 
droite  /.  La  lignée  des  points  X,  est  projective  avec  chacune 
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des  deux  lignées  X  et  X,  (v.  90);   donc  ces  deux  dernières 
sont  projectives  entre  elles  et  leurs  points  doubles  E,  F  avec 


les  correspondants  E^,  F,  satisfont  évidemment  à  la  condition 
posée. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffira,  par  conséquent,  de 
prendre  sur  îj  trois  points  quelconques  Xi,  Ai,  lii,  de  cher- 
cher leurs  correspondants  X,  X2,  A,  A2,  B,  B2  sur  t  (en  ayant 
soin  que  les  angles  XiSX,  AiSA....  soient  égaux  et  de  même 
signe,  ainsi  que  les  angles  X1TX2,  AiTA2v)'  Puis,  on  cons- 
truira les  points  doubles  des  deux  lignées  formées  sur  h. 

En  d'autres  termes,  la  méthode  suivie  comprend  deux  opé- 
rations distinctes.  En  premier  lieu,  elle  nécessite  trois  cons- 
tructions d'essai;  car  quand  on  a  choisi  arbitrairement  le 
point  Xi  pour  l'un  des  points  demandés,  on  examine  si,  en 
menant  conformément  à  l'hypothèse  SX,  TX2,  les  autres  con- 
ditions sont  remplies  :  la  distance  (XX2)  exprime  l'erreur 
commise.  Au  moyen  de  trois  erreurs  semblables  (XX2),  (AA2), 
(BBj),  il  faut,  en  dernier  lieu,  rechercher  les  éléments  (points 
doubles)  pour  lesquels  Terreur  est  nulle. 

10 
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212.  Etant  donnés  deux  points  S,  T  et  deux  lignées  projec- 
tives  t,  ti,  on  demande  de  trouver  sur  ces  dernières  deux  points 
correspondants  E,  Ei  tels  que  les  droites  SE,  TEi  se  coupent 
sous  un  angle  donné  a. 

Prenez  sur  ti  un  point  quelconque  Xi,  et  menez  par  T  une 
droite  TXg  qui  fasse  avec  SX  un  angle  égal  à  l'angle  donné  a; 
soit  Xa  l'intersection  des  droites  t,  TX2.  Si  X2  coïncide  avec 
X,  le  problème  sera  résolu;  sinon,  répétez  cette  construction 
d'essai  pour  deux  autres  points  Ai,  Bi  et  vous   obtiendrez 


ainsi  sur  t  deux  lignées  X,  Xj,  A,  A,,  B,  Bj.  La  lignée  Xj  est 
projective  avec  la  lignée  Xi,  puisque  à  chaque  point  de  Tune 
correspond  un  seul  point  de  l'autre,  et  que  les  points  Xj,  X2 
sont  liés  par  des  équations  de  nature  algébrique;  donc,  en 
vertu  de  l'hypothèse,  les  deux  lignées  X,  X2  sont  projectives. 
Les  points  doubles  E,  F  donnent  avec  les  points  correspon- 
dants El,  Fi  deux  solutions  du  problème. 

213.  Les  deux  problèmes  précédents  donnent  naissance  à 
un  grand  nombre  de  cas  particuliers,  entre  autres  aux  sui- 
vants : 

Placer  entre  deux  droites  t,  t^  une  corde  EEi  passant  par  un 
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point  S  et  qui  soit  me  ifnn  autre  point  T  sous  un  angh  donn*^  b 
(prol)l.  211  en  donnant  a  =  0). 

Etant  données  deux  droites  t,  ti,  mener  à  l  une  perpendicu- 
laire EEj  telle  que  la  partie  comprise  entre  t  et  tx  soit  vue  d'un 
point  T  sous  un  angle  h.  (probl.  211  en  supposant  S  à  l'ex- 
trémité inlinie  d'une  droite  perpendiculaire  sur  t  et  a  =  0). 

Déterminer  sur  une  droite  t  un  segment  (EEi)  qui  soit  vu 
de  deux  points  S,  T  sous  des  angles  donnés  a,  b.  (probl.  212, 
en  admettant  que  t^  coïncide  avec  t.) 

214.  Etant  données  dans  luipAan  deux  lignées  projectivest,  î^, 
si  l'on  joint  par  des  droites  un  point  quelconque  T  de  l'axe 
projeclif  s  avec  les  différents  points  des  deux  lignées,  on  obtient 
une  involution  de  droites. 

En  effet,   le   faisceau    TA^,  TBj,...    est   projectif  avec   le 
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faisceau  TA,  TB,...  De  plus,  le  rayon  TO  ou  TP^  mené  par 
l'intersection  des  deux  droites  i,  t^  a  pour  correspondant 
le  même  rayon  TOj,  TP,  quand  il  est  considéré  successive- 
ment comme  appartenant  au  premier  faisceau,  puis  au  second. 
Donc  il  V  a  involution. 
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215.  Etant  donnés  dans  un  plan  deux  faisceaux  projectifs, 
leurs  intersections  avec  une  droite  passant  par  le  centre  projec- 
tif  forment  une  involution  de  points. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  pré- 
cédent. 


FIN  DE  LA  PREMIERE  PARTIE. 
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